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Light House — The glorious symbol of our projects

Vorwort

Das inzwischen flnfte "Northern Light Symposium” fand 2024 in Diepholz
statt, in den Raumen der Privaten Hochschule fur Wirtschaft und Technik
(PHWT). Diepholz ist einerseits groR3 genug fur einen eigenen Bahnanschluss,
andererseits hinreichend Kklein, dass alle Teilnehmer die Hochschule vom
Bahnhof aus zu Ful} erreichen konnten. Leider musste unser Nestor Dieter
Schott krankheitsbedingt kurzfristig absagen, und so kamen gegen 13 Uhr fol-
gende vier Teilnehmer zusammen:

Thomas Schramm (Hamburg)

Thomas Risse (Bremen)

Peter Junglas (Diepholz)

Markus Schmidt-Grottrup (Osnabriick)

Nach einem Mittagessen in der Cafeteria der PHWT begann das Vortragspro-
gramm, das wie immer Zeit flr ausgiebige Diskussionen lieB. Die Themen
spannten einen grofRen Bogen von der Vergangenheit Gber die Gegenwart in
die Zukunft:

Zunachst zeigte Thomas Risse, wie Bolzano mit der damaligen Ungenauigkeit
mathematischer Begriffe rang, rigorose Definitionen und Beweise einforderte
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und damit wichtige Grundlagen der modernen Analysis legte. Der Vortrag von
Dieter Schott fiel zwar leider aus, er hatte aber die VVortragsfolien geschickt,
aullerdem einen Abschnitt aus der in Entstehung begriffenen Roman-
Biographie tber Gottlob Frege. Darin konnten wir in spannender Weise nach-
lesen, wie das Bekanntwerden der Russellschen Antinomie Freges Werk er-
schutterte.

Mit Ideen flr die gegenwartige Mathematik-Ausbildung befassten sich die
zwei folgenden Vortrage: Markus Schmidt-Grottrup zeigte die Bedeutung der
Catalan-Zahlen, die nicht nur viele Anwendungen in der Kombinatorik - und
damit z. B. auch der Informatik - haben, sondern eine Unzahl sehr spannender
Eigenschaften besitzen. Peter Junglas fuhrte an praktischen Beispielen vor,
dass zwischen den analytischen und numerischen Methoden in den Ingenieur-
wissenschaften noch viel Platz ist fir nutzliche Berechnungen mit Hilfe der
"Speziellen Funktionen".

Thomas Schramm schlieBlich befasste sich mit aktuellen und zukinftigen
Problemen bei der Anwendung von KI - speziell "Large Language Models" -
in der Lehre. Er beleuchtete besonders die ethische Dimension, zeigte aber
auch an amusanten Beispielen, dass das Verstandnis mathematischer Fragen in
den Standard-ChatBots noch einiges zu wiinschen Ubriglasst.

Das abschlieRende Essen fand im italienischen Restaurant "La Villetta" statt.
Dabei wurden nicht nur die bisherigen Themen und allgemeinere Problemstel-
lungen im Umfeld von Mathematik und Lehre engagiert diskutiert, sondern
auch die wichtige Frage zum Veranstaltungsort des nachsten Symposiums.
Nachdem im letzten Jahr "wahrscheinlich Bremen" avisiert wurde, planen wir
flr das nachste Jahr "wahrscheinlich Bremen".

Pk Yoyl
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Prof. Dr. Peter Junglas
Am Campus 2
49356 Diepholz

Die unternehmende
Hochschule fur die Region

EINLADUNG

5th Northern-Light Symposium on Engineering Education 2024

Liebe Kolleginnen und Kollegen,

ich lade Sie herzlich ein zu unserem fiinften Northern-Light Symposium tber
mathematische Ausbildung im Ingenieurwesen an Hochschulen und angrenzende
Themen am Freitag, 29. November 2024 an der PHWT in Diepholz.

Programm:

13:00 Uhr Mittagessen in der Cafeteria der PHWT

14:00-14:30 Prof. Dr. Dieter Schott, Hochschule Wismar: ,Begriff - Funktion -
Gegenstand: eine logische Untersuchung®.

14:30-15:00 Prof. Dr. Thomas Risse, Hochschule Bremen: ,Bolzano's ,Beytrage
zu einer begrundeteren Darstellung der Mathematik' "

15:15-15:45 Prof. Dr. Schmidt-Groéttrup, Hochschule Osnabrick: ,Nord-West-
Quellen und die Catalan-Zahlen®

15:45-16:15 Prof. Dr. Thomas Schramm. HafenCity Universitat: ,Klnstliche
Intelligenz in der Lehre — Allgemeine und ethische Uberlegungen®.
16:30-17:00 Prof. Dr. Peter Junglas, Private Hochschule fur Wirtschaft und
Technik, Diepholz: ,Spezielle Funktionen in den Ingenieurwissenschaften®.
17:00-17:30 Prof. Dr. Dieter Schott, Lesung aus der noch unveréffentlichten
Frege-Romanbiografie, Abschnitt ,Die Antinomie*

Ab 18:00 Abendprogramm

Mit freundlichen GriiRen

P Yol
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Bemerkungen des Herausgebers: Die Proceedings weichen in einigen Punk-
ten vom Programm des Symposiums ab. Zum Beispiel hat Thomas Schramm
zu seinem Vortrag keinen Beitrag eingereicht. Der zur Lesung vorgesehene
Abschnitt ,Die Anatomie‘ wurde von mir durch den Abschnitt ,Zur logischen
Struktur der Sprache® ersetzt.

Gruppenfoto

der Teilnehmer am 5. Nordlicht-Symposium in Diepholz

Was sagt das fehlende Wismarer Nordlicht zu dieser Vorstellung? Vier be-
brillte und gestandene Wissenschaftler schauen mit entspannten, erwartungs-
vollen, frohen und gutmutigen Gesichtern dem Urteil entgegen.

,GroBartig Leute, wie macht ihr das nur? Ich bin begeistert!*, tont es aus dem
Ather. Mit schnarrender, antiquiert klingender Stimme folgt noch: ,,.Summa
cum laude. Benedicamus Symposium nostrum. Dux atque imperator vitae
mortalium animus humanus est.”



Thomas Risse

Begegnungen mit Bolzano

Zusammenfassung. Durch Zufall bin ich auf Bolzanos Beptrdge su einer begriindeteren Darftel-
lung ber Mathematif [3] gestofsen. Das schon 1810 verdffentlichte Béandchen versucht, Theo-
logie, Philosophie und Mathematik zu vereinen, und lafst viel von Bolzanos Interessen,
Zielen, Ideen, Werten, Engagement, Stil und Charakter erkennen. Hier mochte ich aber
vor allem Bolzanos mathematische Ergebnisse wiirdigen.

Einleitung

Bernard Bolzanos Biographie [18] zeigt, unter welch widrigen Umsténden
er gelehrt, geforscht und veréffentlicht hat, [9], [19].

*5.10.1781 in Prag als viertes von zwolf Kindern, rom.-kath.

1795-1800 Studium der Philosophie, Physik und Mathematik an der
philosophischen Fakultat der Karls-Universitat Prag

1805 Promotion zum Doktor der Philosophie, Priester-Weihe

1805 Lehrstuhl fiir Religionslehre ,zur Bekampfung der Freigeis-
terei unter der Jugend*

1818 Wahl zum Dekan der Philosophischen Fakultéit der Karls-
Universitat Prag

1819 Entlassung wegen unorthodoxer, sozial-kritischer Vorle-
sungen und Sonntagspredigten

1820 der Karls-Universitit verwiesen, unter Polizeiaufsicht ge-
stellt, Redeverbot, Publikationsverbot, Post-Zensur

1825 Kirchen-Prozefs erzwingt Widerruf der Irrlehren und Ab-

schworen der Héresien
1819-1842 ’Exil’ bei Freunden auf dem Land, beim Bruder in Prag

718.12.1848 Tod in Prag

Mich erstaunt, dass Bolzano unter diesen repressiven Bedingungen
so produktiv sein konnte (die Bolzano-Gesamtausgabe [9] umfakt 133 Bén-
de, von denen 19 Bénde noch nicht erschienen sind). Viele seiner Werke
wurden anonym oder erst posthum publiziert.

Bolzano dufert sich als Theologe, als Philosoph und als Mathematiker.
Bolzano gilt etwa Wolfgang Kiinne, im Vorstand der Internationalen



Bolzano-Gesellschaft, als ,der grofste Logiker zwischen Leibniz und Frege*
[15]. Detlef D. Spalt nennt ihn beziehungsreich "The Republican Revolu-
tionary of Analysis’ [13]. Julian L. Coolidge urteilt ,Wenn Bolzano der
Mathematik nichts weiter gegeben hétte als seine Definition der stetigen
Funktion, schon dies allein wiirde ihm einen Platz in der Geschichte dieser
Disziplin sichern.” [18]

Philosophisches

Bolzanos Beytrige [2] von 1810 kénnen als Versuch verstanden werden,
Mathematik und Philosophie zu vereinigen, zu versohnen: Das erste Kapi-
tel beantwortet die Frage ,Was ist Mathematik?“ mit der fiir meinen Ge-
schmack unbefriedigenden Antwort ,Mathematik ist die Wissenschaft der
Grofen. (Beispielsweise die DMV bietet im Netz zehn verschiedene mehr
oder weniger iiberzeugende Definitionen, oder besser Charakterisierungen.)
Im zweiten Kapitel rédsoniert Bolzano Uber

die mathematife Methode und befasst sich etwa
mit den Regeln des logischen Schliefsens. In
einem Anhang setzt er sich ausfiihrlich mit
,der Kantischen Lehre von der Konstrukti-
on der Begriffe durch Anschauungen® aus-
einander.

Bolzano bezieht alle (ihm bekannten) Be-
griffsbestimmungsversuche ein und ver-
sucht, so allgemein wie moglich zu sein. Er
beriicksichtigt die Philosophie und grenzt
sich zugleich von ihr ab. Allerdings geht
der Wunsch nach grofiter Allgemeinheit
mit grofter Unbestimmtheit einher. Bolza-
nos Ausfithrungen wirken bisweilen weit-
schweifig, neue Begriffsbestimmungen fiih-
ren m.E. eher zu neuen Unklarheiten.

Die Beytrige zeigen schon die Charakteris-
tika Bolzanoscher Darstellungen: ehrlich in
Bezug auf eigene mogliche Fehler und Un-

zulénglichkeiten, interessiert an und offen fiir Diskussionen, um seine Leser

bemiiht, fair im Urteil {iber Kollegen.

A,
Allgemeine Wathefis,
(Ding iiberhaupt.)
B.
Befondere mathematifde Disciplinert,
(befondere Dinge)

I
NAetiologie
(unfrepes Ding.)

IL

(unfreyed fiunliches Ding.)
a.

(Gorm defjelben in abfivacto.)

o 8
Beitlehre © Raumlehre,
(Seit.) (Raum.)

’ b, v _
(finnlides Ding in concreto.)

. u . B

Chronifde Aetiologie. Neirte Maturtvifs

- fenfchaft.

(finnlides Ding in (finnlidhes Ding in
der Jeit.) Jeit und Raum,)

eber

Abb. 1: Beytréage [2], S.37

Einige nicht-mathematische Verdffentlichungen seien aufgelistet:



e 1810 Mit Bentrdge su einer begriindeteren Darftellung der Mathematit |2], versucht
Bolzano — wie oben dargestellt — eine (philosophische) Grundlegung
der Mathematik.

e 1834 Das vierbandige Lehrbudy der Religionfvifenfhaft erscheint anonym.
Bolzano stellt die wichtigsten Lehren der natiirlichen Religion bzw.
Vernunft-Religion dar, untersucht die Wunder, die zur Bestétigung
des katholischen Christentums dienen und behandelt die einzelnen
Glaubensartikel der ’Ehrifttatholifpen Dogmatit’ sowie der ’Ehrifttatholifden
Moral’ [9].

o 1837 Wifienftyaftilehre ~Verfudy einer auffiibrliden und Graftentbeili neuen Darftellung
er Logif mit fteter NRiidfidt auf deren bifherige Bearbeiter.
Band 1 ist der Struktur und Methodik wissenschaftlicher Erkenntnis
gewidmet. Notwendig sind eine klare und prazise Sprache sowie die
Beachtung der (mathematischen) Logik.
Band 2 untersucht Abstraktion und ihre Rolle bei der Strukturierung
von Wissen, Klassifikation von Wissen sowie die Rolle der Sprache
fiir die Ubermittlung von Wissen.
Band 3 konzentriert sich auf die Erkenntnislehre (Wahrnehmung,
Vernunft und Erfahrung) und die Erfindungskunst (Vorstellungs-
kraft, Intuition und Kreativitit), wodurch Bolzano eine umfassende
Untersuchung der Prozesse der Wissensgenerierung und -vermittlung
vorlegt.
Band 4 untersucht die grundlegenden Prinzipien der wissenschaftli-
chen Methode, die Rolle von Logik und Erfahrung bei der Gewinnung
von Erkenntnissen und die Bedeutung sprachlicher Klarheit und Ko-
hirenz in der Formulierung von Theorien und Hypothesen.

In meinen Augen zeigen seine Biicher Demut und Grofenwahn zugleich:
Demut in Bezug auf eigene Ergebnisse (und Fehler) im Vergleich etwa
zu Kant, und Groéfenwahn in Bezug auf seine Ziele, wie beispielsweise
Philosophie und Mathematik zu vereinen.

Mathematisches

Vorweg sei angemerkt, dass die Setzer von Bolzanos Werken wohl keine
Mathematiker gewesen sein konnen: Briiche, Exponenten, Indizes in den
Texten sind haufig ungliicklich gesetzt, vgl. z.B. Abb. [2| und es gibt so
manche Druckfehler, vor allem in [4] — Corrigenda gibt’s beim Verfasser.



Die Faksimile-Ausgaben sind auch wegen ungebrauchlicher Schreibweisen

nicht gut zu lesen, z.B. sind Indizes direkt iiber dem Symbol angeordnet
, (a)
a = a; und entsprechend ungewohnlich [ z = log, x. Bolzano verwendet

-—-p —

(x + o) q—x =

=—x y (p+p_1z:-_::+--+(“_)9-!)

2 X X ) 1
q—:/ 14+ V,
(q+qq—‘lv+o¢ +V )
2 .

Abb. 2: [4] S.23 — Faktoren, Briiche, Exponenten, Klammern im Druck

auch Bezeichnungen nicht immer einheitlich: in [4] und [7] ist z.B. ab einmal
die Strecke/Kurve von a nach b und ein andermal ihre Lange. Achtung:
Bolzanos Geraden heifsen auch Linien und meinen héufig heutige Strecken
[7], und beliebig kleine Grifien sind meist betragsmdafig beliebig klein 4.

Bolzano fordert von der Anschauung unabhéngige, d.h. strenge Be-
weise, s.a. Vorrede zu [3]. ,Motto: Auch das vorgeblich Offensichtliche be-
weisen! Er hat in diesem Sinn wesentlich zur Entwicklung vor allem der
Analysis beigetragen.

Einen Zugang zu seinem Denken stellen sicher seine mathematischen
Tagebiicher Mifeellanea matbematica [9] dar, die auf {iber zweitausend eng be-
schriebenen Folioseiten einen liickenlosen Bericht iiber seine wissenschaft-
liche Entwicklung von 1799 bis 1844 abgeben. Dauben [22] charakterisiert
die vielen behandelten Themen so:

Bolzano opens this notebook of Miscellanea mathematica with notes on
irrational and transcendental numbers and functions. But he was rea-
ding and recording his ideas on a host of other subjects as well, including
the problem of how best to approach the proper mathematical under-
standing of zero; Legendre’s work on surfaces, convexity, concavity, and
conditions for congruity; analysis of other geometric concepts, including
lengths, areas, volumes, and spheres; trigonometric formulas and spheri-
cal trigonometry; imaginary and exponential numbers; definition of the
differential and discussion of the infinite and various opinions about it,
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as well as aspects of maxima and minima ... Other topics covered he-
re include various approaches to the calculus (including the method of
exhaustion), and grounds for asserting the certainty of mathematics.

Mit wie verschiedenartigen mathe-
matischen Problemen sich Bolzano
auseinandergesetzt hat, soll beispiel-

haft eine Zusammenstellung einiger |
Abbildungen [12] zeigen, wo etwa in
No 3 die Epitrochoide und in No 5
die Zykloide (auch in [7]) zu erken-
nen sind, und wo ich mich unmittel- [° 2
bar frage, wie Bolzano wohl solche | {Z\
2D- und 3D-Graphiken erstellt hat.

Im Folgenden mochte ich chronologisch und exemplarisch auf einige
mathematische Resultate Bolzanos und ihre Genese eingehen.

e 1802-1804 Schon in dieser Zeit der Vorbereitung seiner Promotion
beschéftigt Bolzano z.B. das Parallelenaxiom (vgl. [5] S.27) oder die
Definition des Continuums der reellen Zahlen (vgl. [5] S.22) — The-
men, die ihn lebenslang beschéftigen werden.

e 1804 In Betradtungen iiber einige Gegenitdnde der Elementargeometrie [1] beklagt
Bolzano den Umstand, dass grundlegende geometrische Objekte wie
die Gerade nicht definiert sind und dass allenthalben etwa sachfrem-
de "Dewegungen’ bemiiht werden. Er lagert die Definition von Geraden
in den zweiten Teil aus, wo er das Problem der Definition von Stre-
cken und Geraden auf das Problem der Defintion von entgegengesetz-
ten Richtungen verschiebt und gesteht in §24, letzteres nicht gelost
zu haben. Er bleibt so manches schuldig: es ist m.E. nicht einzusehen,
wieso in §6 Winkel keine Groffen sein sollen. Das ist fiir mich nicht
nachvollziehbar, vor allem, weil Bolzano die Flache, die ein Schen-
kelpaar etwa im Einheitskreis berandet, etwas grofsspurig verwirft.
Wie dumm, wo dieses Mal doch gerade der Hilfte des modernen
Bogenmafes entspricht, das er selbst in den posthum veroffentlichen
Paradozien des Unendlichen [7] verwendet.Wenn abschlieflend Win-
kel keine Grdfien sind, bleiben als einzige Prédikate nur Gleichheit
und Ungleichheit.

In §6 fithrt Bolzano Entfernung zweier Punkte als abstrakte Gro-
e ein — ohne eine Methode anzugeben, Entfernungen zu messen
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und zu vergleichen. So bleiben Hypothesen wie beispielsweise in
§11 fiir Entfernungen d(A,B) = d(B,A) und in §14 fiir Winkel
Z(sar) = Z(ras) auch ohne Beweis.

In der Retrospektive erscheinen meine Einwande als Besserwisserei.
Aber ich frage mich, was Bolzano alles hitte leisten und beweisen
konnen, wenn er sich etwa auf Geometrie mit Zirkel und Lineal ge-
stiirzt und beschrinkt hétte.

e 1816 In Der binomifthe Lebriat und alf Folgerung auf ihm der polynomifde und die
Reiben, die sur Derednung der Logarithmen und Erponentialgrdfen dienen: genau-
er alf bifber ermiefen, [4] stellt Bolzano in der Einleitung ausfiihrlich die
zeitgenossischen Méangel der Approximation von Funktionen wie z.B.
f(z) = (1+x)" durch letztendlich ihre Taylor-Polynome dar. Er be-
weist gemak seiner Forderung nach strengen Beweisen den Binomial-
Satz (1+z)" =3, (%) fir n € N in §8 per Induktion in n und
verallgemeinert in §10 zu (a+b)" = >_"_, (7:) a"b""". Er zeigt in §12
in einem ersten Schritt, dass die Funktion 1%; fir |x| < 1 durch die
Polynome > (—1)"2" approximiert wird.

In §§14-22 beschreibt Bolzano, wie man mit (betragsméfig) beliebig
kleinen Grofen w, €, ... rechnet [2I] und stellt folgende Hilfsmittel

bereit: in §23 zeigt er (o) =a? _ pgn-l 4 2, in moderner Schreib-

weise also lim,,_,q )" =a" _ =1 oder eben (™) = nz"', und
in §28 den Identitdtssatz fiir Polynome sowie in §33 fiir festes n

(I+2)" =1+2z+22d2 4 4 %”Tfl%“xr + Q fiir jedes

n—1

lz] < 1.
Um die Taylor-Polynome der drei Funktionen y = (1 + z)", y = a”
und y = log, x herzuleiten, macht Bolzano jeweils den Ansatz

y = f(x) = Ax*+Ba’+.. +Rx?+Q, wobei  beliebig klein werden
kann, wenn nur der Grad des Polynoms geniigend grofs gew#hlt wird.
Er berechnet zum einen einen Ausdruck fir f/(z) ~ w tiir
beliebig kleines w und fiihrt zum anderen laut Identitdtssatz einen
Koeffizientenvergleich mit Aaz®t + BBx?~1 + ... + Rox?! durch.

So gewinnt er in §46 fiir n € R und jedes |x| < 1 die Entwicklung]|
(I4z)"=1+204 202 poolonorblyry G

die er in §53 zur Multinomial-Reihe verallgemeinert und in §59 zur
Reihe fiir (p(a:))n mit Polynomen p spezialisiert.

Tsaac Newton (1643-1727) entdeckte diese Entwicklung schon in 1669, ohne sie jedoch zu beweisen,

https://de.wikipedia.org/wiki/Binomische Reihe
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In §64 entwickelt er die Exponentialfunktion zur Basis a > 0
f@)=a"=1+ Az + 1 A%%+ . . .+ LA 2"+ Q

mit f/(0) = A ~ ©= fiir jedes z € R. In §72 leitet er dann speziell
e =1+x+ %az2 + %x?’ 4+ ...+ %aﬂ" + 2 mit der Eulechen Zahl
e=1+4+...+ %+ Q. her.

Schliefslich gelingt ihm in §66 die Entwicklung des Logarithmus’ zur
Basisa > 0,dh. fir0 <y =a" <2

r=log,y=5((y—1)—5y—1)2+3u—-10°—.. . £1(y—1)")+Q

und in §72 diejenige des natiirlichen Logarithmus’, d.h. fiir y € (0, 2]
log.y=(y—1)—3y—1°+30y—1°—.. . £y—1) +Q

In diesem Zusammenhang vergleicht Bolzano zudem die Konver-

genzgeschwindigkeiten verschiedener Entwicklungen von log,y wie

log,u = “T’l + %(“712)2 + ...+ %(UTI)TQ—LQ fir v > % oder
— _ _ r .

log, 0 = 3250+ 350 4+ (D7 4 0 fir o > 0 und

weist in §74 log, v = (log; a) log, y nach, so dass er Logarithmen zu

beliebigen Basen auf natiirliche Logarithmen zuriickfithren kann.

Im abschliefenden Paragraphen §75 bremst Bolzano angesichts un-
geklirter Ausdriicke wie etwa (—2)V3 und hilt sich vornehm zuriick:
erst wenn Der binomiftye Lebrfag und ... [4] beyfillig aufgenommen worden
sei, wolle er seine Meinung zu solchen Ausdriicken erdffnen.

e 1817 hat Bolzano (lange vor Weierstraf) per Intervallschachtelung

bewiesen, dass jede unendliche, beschrinkte Folge reeller Zahlen ei-
ne konvergente Teilfolge enthaltf]
Some fifty years later the result was identified as significant in its
own right, and proved again by Weierstrass (1815-1897). It has since
become an essential theorem of analysis [17], wie ja auch die Verall-
gemeinerungen fiir Folgen im R”, C" und allgemein in reflexiven
Raumen zeigen.

e 1817 In Rein analvtifyer Berweif def *Jmifenmwertfasef’” [5] liefert Bolzano neben
dem titelgebenden Satz Grundsatzliches zu Stetigkeit, zu Potenzrei-
hen wie auch zur Beweisfithrung.

2Leonhard Euler (1707-1783), auf den sich Bolzano hier nicht explizit bezieht!
3s.a. https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Bolzano-Weierstrass theorem
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In Teil I der langen Vorrede (S.6-28 inkl. Auseinandersetzung mit
Veroffentlichungen von Gauf, Laplace und Lagrange) begriindet
Bolzano erneut seine Forderung nach strengen Beweisen, die nicht
auf beispielsweise geometrischer Anschauung beruhen diirfen. In Teil
IT 18t er Zeit und Bewegung fiir Erlduterungen zu, wendet sich aber
entschieden gegen die Verwendung dieser Konzepte in strengen Be-
weisen.

Meine Aversion gegen Bolzanos Beispielfunktionen f(x) = = +
V(1 —2)(2—2) firz € R\ (1,2) und g(z) = 2+ +/(z — 2)(z + 1)
fir € R\ (—1,2) wie auch h(z) = 7% fiir v € R\ {b} riihrt daher,
dass Bolzano sich — nach meinem Gefiihl — nicht traut, die reellwerti-
gen Funktionen f, g und h als nicht diberall definiert anzusehen und
ihre Definitionsbereiche geeignet einzuschrinken. Uber zweihundert
Jahre spater kann ich seine Hemmung nicht so recht nachvollziehen.
Uberzeugend ist dagegen, wie — richtig gelesen — konzis Bolzano in
seinem w-Kalkiil [21] ,, f ist stetig in v <= f(r+w) = f(x) + Q°
definiert.

Auf S.22ff geht Bolzano von der Vollstandigkeit der reellen Zahlen
aus (was ich ihm gut nachempfinden kann), bevor er die lange Vor-
rede auf S.23-28 mit grundsétzlicher Selbstkritik beschliefst: seinen
eigenen Forderungen aus den Beptrdgen zu einer begriinveteren Darftellung
ber Matbematit [2] konne man eigentlich nur entsprechen, indem man
grundlegend ganz vorn anfangt. Bolzano rechtfertigt aber seine Ver-
Offentlichungspraxis u.a. damit, dass so Austausch und Kritik befor-
dert und (seine) Fehler schneller publik werden kénnten.

Im Hauptteil stellt Bolzano beispielsweise in §5 fest, dass Potenz-
reihen konvergieren, wenn die geometrische Reihe eine konvergente
Majorante ist. Er prazisiert in §7 die Konvergenz von Potenzreihen
und beniitzt in §10 die Divergenz der harmonischen Reihe, um zu
zeigen, dass es fiir die Konvergenz einer Reihe nicht reicht, wenn die
Reihen-Elemente eine Nullfolge bilden.

In §12 beriihrt Bolzano die Supremumseigenschatt der reellen Zah-
len, wo er die Existenz des Supremums einfach unterstellt: leider
hat er etwa das Beispiel M = {z € Q : 2 < 2} C Q mit
sup M = /2 € R\ Q wohl nicht gekannt.

In §15 zeigt er mit obiger Einschrinkung, dass f(a) < ¢(«) und
f(B) > @(B) fir stetige Funktionen f und ¢ die Existenz von
r € (a,f) mit f(zr) = @(x) impliziert. Der Beweis auf S.51-55
macht umstiandliche Fallunterscheidungen I. bis IV. nach den Vor-
zeichen von o und S fiir den Riickgriff auf §12 notig.
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In §17 beweist er, dass Polynome stetig sind, und wendet in §18
den Zwischenwertsatz auf Polynome an, {ibrigens wieder mit der
dem Beweisverfahren geschuldeten Fallunterscheidung nach Vorzei-
chen von o und f.

Ca. 1830, unveroffentlicht, konstruiert Bolzano eine iiberall stetige,
nirgendwo differenzierbare Funktion und widerlegt damit die zeitge-
nossische herrschende Meinung, dass es so etwas nicht geben konne.
Die Konstruktion [14] nimmt ib-

rigens die Idee fraktaler Kurven
vorweg. Erst 1872 gibt Weierstrafs 24

mit W(z) = 27, a" cos(bFnz) I~ AT

ein weiteres Beispiel einer iiber- ..... Bi(x)
all stetigen, nirgends differenzier- — ?Ez;
baren Funktion, s.a. [16] S.271. S

ca 1840 In Einleitung sur Grdfenlehre und ecfte Begriffe der allgemeinen Grigenlehre
versucht Bolzano, '"Mengen’ zu definieren [6] S. 152 und [20)].
,Bolzanos Definition ist allerdings nicht sonderlich befriedigend, da
er zur Definition des Begriffs "Menge’ den Begriff "Inbegriff  verwen-
det, der lange Zeit als Synonym fiir "Menge’ verwendet wird.|23]

Snbegrife nun, bey welden auf die Art, wie ihre Theile mit einander
verbunben find, gar nidt geadytet werden foll, an denen fomit Allef, waf wir
an ibnen unterfipeiven, beftimme ift, fobald nur thre Sheile [feloft] beftimme
fin, verdienen ef eben um Ddiefer BDefdhaffenbeit willen, mit einem eigenen
Nabmen begeidnet u werden. In Ermangelung einef andern tauglidyen
Wortef erlaube idy mir, daf Wort Menge su diefem Fede zu brauden.

Bolzano darf also zumindest als Vorldufer von Dedekind und vor
allem von Cantor gesehen werden, wie folgende, gut verstandliche
Cantor’sche Textstelle [10] belegt.

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten # unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente' von M genannt werden) zu
einem Ganzen. '

1851 erscheint posthum das Buch Paradogien ef Unendliden [7], eine
Sammlung, die eine Vielzahl von Themen angeht: §§11-17 (unendli-
che) Mengen, §11 Gott ist unendlich, §17 Raum und Zeit sind un-
endlich, §20 Existenz unendlicher Mengen mit derselben Kardinalitét
wie einige ihrer echten Teilmengen, §28, §32 Arithmetik mit co mit
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abwegigen Resultaten, §37 Taylor-Polynom plus Restglied, §40-§49
geometrische Objekte mit Ausdehnung und irriger Kardinalitét.

Im mathematisch Einzelnen: in §13 zeigt Bolzano, dass die Menge M
der wahren Sétze unendlich viele Elemente enthélt: mit Satz A € M
ist ndmlich auch B = "A ist wahr’ € M und C' =B ist wahr’ € M
usw. Die Parallelen zu etwa der Peano’schen Konstruktion der na-
tiirlichen Zahlen sind offenbar.

In §14 stellt er sich gegen die Behauptung, Unendliches wiirde gar-
nicht existieren. Im tibrigen zeigt er sich als tiberzeugter Platoniker.
In §20 stellt er endlich fest: es gibt Mengen M und echte Teil-
mengen 7' C N mit card(M) = card(7'), d.h. mit einer Bijektion
zwischen M und T, z.B. card([0,5]) = card([0,12]) und natiirlich
card((0,1)) = card(R).

In §21 laft er verschiedene Unendlichkeiten zu, bleibt aber Belege
schuldig. In §27 gehort Gottes Einwirken auf die physikalische Welt
ganz natiirlich zu den Einfliissen, die den Zustand z.B. der Erde
andern, s.a. Abschnitt 3. auf S.39, in dem Bolzano physikalische Ur-
sachen und physikalische Wirkungen behandelt.

In §28 wird mit Unendlich gerechnet. Das fiihrt in §29 zu véllig ab-
wegigen Ergebnissen.

In §30 leitet Bolzano aus y = % 4+ ax® 4+ b2? + cz + d nur
Z—‘Z = (423 + 3ax® + 2bx + ¢) + (62% + 3ax + b)dz + (42 + a)dz® + da?
her, ohne den Schluf zu ziehen, dass dz, dz? und dx? unterschiedlich
’klein’ sind, im Widerspruch zu §35.

In §32 geht er auf Widerspriiche und Fehler ein, die den Kollegen
beim Rechnen mit unendlich kleinen und unendlich grofsen Grofen
unterlaufen sind. Wie in [5] traut Bolzano m.E. sich nicht, die Reihe
a—a+a—a+a—ata... mit méglichen Varianten (a —a) + (a —
a)+(a—a)ta...und a+(—a+a)+(—a+a)+(—a+a)+... usw.
als nicht definiert, ndmlich divergent anzusehen. Burkhardt nennt so
etwas 'kritiklose Verwendung divergenter Reihen’ [11].

In §34 behauptet er, dass die Null wie auch v/—1 etwas anderes als
andere Zahlen seien, auf S.57 néamlich gegenftandflofe Grdgenvorftellungen,
und listet eine Reihe von Widerspriichen auf, die entstehen, wenn
man 0 als Divisor zulafst.

In §36 (Widerlegung von Euler) miiht sich Bolzano mit Funktio-

nen der Form gg; mit F'(a) = 0 = ®(a) ab. Bolzano schlieft aus
F(a) = 0, dass F' von der Form F(x) = (z — a)"f(x) sein miis-

se, was erstens nicht generell zutrifft, wie das Beispiel F(z) = |z|
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zeigt, und was er zweitens tiir glatte Funktionen eigentlich nicht wis-
sen kann, da ihm die Taylor-Entwicklung (Taylor gibt rudimentére
Taylor-Entwicklung in 1715 an, Maclaurin gibt die Maxlaurin’sche
Reihe in der heutigen Form in 1742 an, s. [16]) sowie das Differential-
Kalkiil von Lagrange von 1772 fehlen. Sonst hitte er ndmlich seine
Ideengeber m.E. ganz sicher benannt und gewiirdigt.

In §37 zeigt sich Bolzano als Schiiler von Cauchy und Lagrange.
Er untersucht den Grenzwert des Differenzenquotienten, Ableitung
sowie hohere Ableitungen, approximiert differenzierbare Funktionen
durch ihr Taylor-Polynom plus Restglied (der Beweis liege ihm lidngst
vor, er werde ihn spéter verdffentlichen!) und bestimmt Kurvenlin-
gen durch 'Rektifizierung’ als ds? = dx? + dy?.

In §38 arbeitet er sich am Kontinuum von Raum und Zeit ab, und in
§39 geht es ihm um Fragen wie: Ist die Zeit begrenzt? Was hat Zeit
mit Gott und Ewigkeit zu tun? Existiert Zeit iberhaupt?

In §40 problematisiert er Begriffe der Geometrie: Was sind Ausdeh-
nungen im Raum? Was sind Flachen? Was sind Korper? Was sind
Léngen, Flacheninhalte und Rauminhalte?

In §43 mifkt er Winkel im Bogenmafs — m.E. ein echter Fortschritt
gegeniiber [1] von 1804.

In §44 lehnt er Schulz und seinen kugelféSrmigen Raum R? mit Ra-
dius co und Volumen %77'003 ab, allerdings bisweilen mit in meinen
Augen recht fragwiirdigen Argumenten.

In §49 bestimmt Bolzano die Menge der Punkte in geometrischen
Objekten. Wenn er damit Objekte hochstwahrscheinlich im R? oder
R3 meint, gehen seine Berechnungen ziemlich in die Irre, insofern
als er mit beispielsweise der Definition E = card([0,1]) rechnet
und so kaschiert, dass E unendlidy grof ist, was absolut Unsinniges wie
card([0,2]) = 2F — card({1}) = 2F — 1 zur Folge hat.

Die Sammlung behandelt in §§50-70 aber auch Themen der Physik.
Stichwortartig seien aufgelistet: §27 Gottes Einwirken auf die phy-
sikalische Welt dndert physikalische Zustinde, §38 Zeit- und Raum-
Kontinuum, §39 Zeit = Gott? §§40-44 Raum, §§50-61 Materie, Geist,
Kréfte, Schopfung, Dichte, herrschende Substanzen, §§63-69 Anzie-
hung/Abstofung, Ather, Wirmestoff, Atheratome, §69 Bewegungen
im Weltall und des Weltalls (Gott fithrt jedes dem Wohl seiner Ge-
schopfe zutrigliche (physikalische) Ereignis herbei!), §70 Euler’sche
Paradoxien (Atom-Bewegung, Pendel).
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Schlul

Mich erstaunt, wie emotional ich auf Bolzanos Veroffentlichungen reagie-
re:

e mit grofer Sympathie aufgrund seiner Aufrichtigkeit, Offenheit, Fair-
ness z.B. gegeniiber Kollegen und seiner Bemiihungen um seine Le-
ser, und mit groker Hochachtung fiir seine Weiterentwicklungen der
Analysis wie z.B. Potenzreihen-Entwicklung fiir Exponentialfunkti-
on und Logarithmus [4], Zwischenwertsatz [5] oder Definition von
(unendlichen) Mengen und von Ableitung und hoheren Ableitungen
[7]. Viele seiner Entdeckungen waren seiner Zeit voraus, wie etwa die
Konstruktion einer iiberall stetigen aber nirgends differenzierbaren
Funktion [14] oder seine Version des Satzes von Bolzano-Weierstraf
oder Definition von und Umgang mit (unendlichen) Mengen [7].

e mit innerem Widerstand gegeniiber bestimmten seiner Ziele, z.B.
Philosophie und Mathematik zu vereinen, ohne dabei in Widerspruch
zu Geistesgroben wie Kant zu geraten,

e mit Besserwisserei, wenn Bolzano sich mit Begriffsbestimmungen ab-
miiht [2], vor allem in der Geometrie [I]] [7] oder wenn er sich schein-
bar nicht traut, bestimmte Ausdriicke als undefiniert zu klassifizieren

7,

e und mit Opposition, wenn unbedingt auch Sitze iiber Gott (ist Gott
unendlich? [7]) zuldssig und entscheidbar sein sollen.

Mir imponiert seine Beharrlichkeit, strenge Beweise einzufordern.

Meine Reaktionen sind also extrem zwiespaltig und eben so divers

wie seine theologischen, philosophischen und mathematischen Beitriage bis
hin zu seiner Utopie eines antinationalistischen und gemeinwohlorientier-
ten Staates [§].
Fiir mich wurde der Abstand zu Bolzano, d.h. der seit seiner Zeit gemach-
te Fortschritt, besonders in der Behandlung des Kontinuums von Raum
und Zeit deutlich: wir sind heutzutage so vertraut mit den reellen Zahlen,
dass wir nichts besonderes oder gar paradoxes an card((0,1)) = card(R),
card(C) = card(R) u.drgl. finden. Und die Relativitidtstheorie hat Raum
und Zeit, fiir Bolzano getrennte Bestimmungen und fiir Kant getrennte
Formen unserer Anschauungen, in das Raumzeit-Kontinuum iiberfiihrt.
Ahnlich iiberheblich sind meine Reaktionen auf seine Ausfithrungen zur
Physik von Ather, Wirmestoff u.a. [7].
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Mich gemahnt Bolzano daran, dass wissenschaftliche Forschung nie ge-
schichtslos entsteht, sondern immer vor dem Hintergrund des frei verfiig-
baren Wissens zu sehen ist.

Fiir mich steht Bolzano auf den Schultern von Giganten, wahrend zugleich
Politik und Zeitgeist in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts Hohenfliige
cher verhindert und die politische Reaktion ihn fesselt, wenn nicht gar zu
Fall bringt. Aber wer bin ich, so etwas zu entscheiden ...
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Dieter Schott

Begriff — Funktion — Gegenstand und die Logik von
Gottlob Frege

Zusammenfassung:  Gegenstdnde sind dem  erkennenden  Subjekt
entgegentretende  materielle oder ideelle Ganzheiten. Begriffe sind
Abstraktionen, die gleiche Merkmale von verschiedenen Gegenstanden erfassen.
Funktionen bilden Gegenstdande eines Bereiches eindeutig auf Gegenstande
eines anderen Bereiches ab. Bei Gottlob Frege, dessen 100. Todesjahr wir 2025
gedenken, werden diese Bestimmungen aus logischer Sicht in einen
Zusammenhang gebracht, um letztendlich Zahlen zu definieren. Es wird
erlautert, wie das bei ihm geschieht und was heute fortwirkt. Das VVorgehen im
Beitrag ist systematisch und nicht chronologisch.

1. Einfihrung

Gottlob Frege ist ein bedeutender Denker, der als Mathematiker sich intensiv
mit Logik und Philosophie beschaftigte, um die exakte Begriindung der
Mathematik zu verwirklichen. [10]

Im 19. Jahrhundert gewinnen Sprachanalyse und Sprachkritik in der Philosophie
zunehmend an Bedeutung. Ein Vorreiter dieser Analytischen Philosophie ist
Gottlob Frege. Er geht von der natlrlichen Sprache Deutsch aus, analysiert
deren logische Strukturen, erkennt deren Schwachen und erfindet eine
,formelsprache des reinen Denkens®, mit der man von sofort einsichtigen
wahren Grundsétzen (Axiomen) mit Hilfe scharfer logischer Schlussregeln zu
weiteren unbezweifelbar wahren Sétzen gelangt. Er kommt zu der Uberzeugung,
dass die in natlrlichen Satzen vorkommenden Bestandteile Subjekt — Pradikat in
der Logik durch Argument — Funktion zu ersetzen sind. Die Auffassung eines
Satzinhalts als Funktion eines Arguments wirkt dabei insofern begriffsbildend,
als Gegenstdnden im Argument durch die Funktion Wahrheitswerte (wabhr,
falsch) zugeordnet werden. Gegenstande mit dem Wert ,wahr* fallen dann unter
den von der Funktion erzeugten Begriff. [1], [2]

2. Zeichen — Gegenstand — Begriff

Gegenstande sind im Leben allgegenwartig. Sie treten uns als Ganzes entgegen,
Im Haushalt, bei der korperlichen Arbeit oder beim Denken. In der Sprache
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bezeichnen wir sie mit vereinbarten Namen oder weisen mit den Handen oder
mit Beschreibungen auf sie hin. Dabei wird meist der bestimmte Artikel
verwendet: Siehst du den (bzw. diesen) VVogel dort oben fliegen?

Auch Begriffe bekommen Namen. Begriffe erfassen bestimmte gemeinsame
Merkmale von Gegenstandsklassen. Die Merkmalsbeschreibung stellt die
intensionale Seite, die Klasse die extensionale Seite des Begriffes dar. Die
Botanik definiert z. B. einen ,Baum‘ als ausdauernde und verholzende
Samenpflanze, welche eine dominierende Sprossachse aufweist, die durch
sekundéares Dickenwachstum an Umfang zunimmt.

Begriffe werden zundchst oft exemplarisch eingefiihrt. Es werden Kindern zum
Beispiel Baume gezeigt. Spéater lernt man die Begriffsmerkmale genauer
kennen. Die exakte Einordnung, welche Pflanzen B&dume sind, muss man den
Experten iiberlassen. Prinzipiell gibt es die Klasse der ,Bdume* und die Klasse
der ,Nicht-Baume*, die alle iibrigen Gegenstiande enthilt. In Einzelfallen kann es
schwierig sein zu entscheiden, ob ein Gegenstand unter einen Begriff fallt oder
nicht (Begriffsunschérfe).

Frege unterscheidet Zeichenreihen (Worte, Namen) von den sie bezeichnenden
Gegenstanden oder Gegenstandsklassen. Das Wort ,Sokrates® steht flir einen
einzigen Gegenstand, namlich fur den bekannten griechischen Philosophen der
Antike selbst. Frege spricht hier von einem Eigennamen. Dagegen ist das Wort
,Baum‘ zundchst vage. Es kann einen ganz bestimmten Baum bezeichnen, zum
Beispiel die Linde an Freges Haus in Bad Kleinen. Es kann aber auch fur die
botanische Gruppe ,Baum‘ stehen und damit einen Begriff meinen. Frege
nannte ein solches Wort ,.ergdnzungsbediirftig” oder ,,ungesittigt*. Es erzeugt
eine ,,Leerstelle”, die man in der Sprache der Mathematik auch Variable nennen
kann. ,Baum‘ entspricht sprachlich dann der Aussagefunktion ,x ist ein Baum".
Sobald man fiir den Buchstaben x einen speziellen Gegenstand einsetzt, genauer,
sobald die Leerstelle ,,von einem Eigennamen ausgefiillt wird oder von einem
Ausdrucke, der einen Eigennamen vertritt™, so entsteht eine Aussage. [2]

Ist X zum Beispiel ,die Linde an Freges Haus‘, eine Kennzeichnung des
Gegenstandes anstelle eine Eigennamens, so erhélt man eine Aussage, sogar
eine wahre Aussage bezogen auf die damalige Zeit: Die Linde an Freges Haus
ist ein Baum. Heute steht Freges Haus noch, gehdrt ihm aber nicht mehr, und die
Linde ist geféllt und abtransportiert worden.
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Es gibt durchaus Kennzeichnungen, denen kein Gegenstand entspricht. Ein
Beispiel ist ein gleichseitiges rechtwinkliges Dreieck in der Euklidischen
Geometrie, dass es offensichtlich nicht gibt.

Den Wahrheitsgehalt vieler Aussagen kann man nur im Textzusammenhang
beurteilen, der zusatzliche Informationen liefert (Freges Kontextprinzip). Das
Urteil ist oft zeit- und ortsabhéngig. Dabei handelt es sich hier um die Wahrheit
der zweiwertigen Logik mit den Werten ,wahr® und ,falsch® und nicht um eine
maogliche andere Verwendung von Wahrheit. Sprachlich verschieden formulierte
Aussagen konnen durchaus inhaltsgleich sein, das heil3t, den gleichen
Sachverhalt darstellen. Frege verwendet fiir ,Sachverhalt’ missverstandlich
,Gedanke‘. Er postuliert neben der ,wirklichen Welt® (objektiven Realitit) und
der ,Sinnenwelt‘ (Einzelbewusstsein) eine ,Gedankenwelt® (ideelle Realitét), die
ewig und unveranderlich existiert. Die Kunst besteht nun darin, diese
,,Gedanken“ in beurteilbare Aussagen ,,zu fassen®. [5]

Setzt man in ,x ist ein Baum* flr x die Person ,Frege® ein, so entsteht eine
falsche Aussage, falls man den botanischen Begriff ,Baum‘ meint. Im
Ubertragenen Sinne ware darliber nachzudenken. Prinzipiell gibt es eine
unidiberschaubare Menge von Gegensténden, die eingesetzt werden konnen,
materielle Gegenstande, aber vor allem auch ideelle oder abstrakte Gegenstande.
Bei naiver Betrachtung scheint das nicht problematisch. Aber der Teufel kann
sich im Heuhaufen der mdglichen Gegenstande gut verstecken.

Die Sprache ist ein Labyrinth, in dem man sich leicht verirrt, zumal sie oft
mehrere Worter fir den gleichen Gegenstand oder Begriff zur Verfligung hat
oder auch fiir ein Wort mehrere Gegenstdnde oder Begriffe in Frage kommen.
Hier wird wieder der Textzusammenhang bendtigt, um Klarheit zu bekommen.

Im Hinblick auf eine zu formulierende Wissenschaftssprache bemerkt Frege:
,Gewil sollte in einem vollkommenen Ganzen von Zeichen jedem Ausdrucke
ein bestimmter Sinn entsprechen, aber die Volkssprachen erflillen diese
Forderung vielfach nicht, und man muss zufrieden sein, wenn nur in demselben
Zusammenhange dasselbe Wort immer denselben Sinn hat.*

Frege unterscheidet bekanntlich Sinn und Bedeutung. [4] Der Sinn eines
Ausdrucks im Satz ist die Charakterisierung von dessen Inhalt, wahrend die
Bedeutung den Anteil am Satzurteil beschreibt, der den Satz wahr oder falsch
macht.

Frege verwendet die Beispielsatze:
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e Der Morgenstern ist der Abendstern.
e Der Morgenstern ist die VVenus.

Hier versteht sich ,ist‘ als ,ist gleich®, wihrend ,ist® bei ,ist schon® eine
Eigenschaft zuschreibt.

Mit dem ,Morgenstern, der morgens als letzter im Osten verschwindet, und
dem ,Abendstern‘, der abends als erster im Westen auftaucht, hat man zwei
verschiedene Kennzeichnungen fiir den gleichen Gegenstand, die ,Venus®, fur
den Astronomen ein Eigenname eines wohlbestimmten Planeten. Gleichzeitig
ergeben ,Morgenstern‘ und ,Abendstern‘ einen jeweils verschiedenen Sinn,
wihrend der bezeichnete Gegenstand ,Venus® die Bedeutung darstellt. [4], [9]

3. Logik

Fir Gottlob Frege gehtren Begriffe zur Logik. Sie treten als Teil von Aussagen
der Logik auf.

Die (zweiwertige) Logik beginnt mit der Aussagenlogik. Sie enthalt beurteilbare
Aussagen (entweder wahr oder falsch), die man mit Hilfe von Verbindern
(Junktoren) wverknipfen kann. Frege stellt in seiner Begriffsschrift die
Verneinung (nicht, Negation) und die Bedingtheit (wenn-so, Implikation) an die
Spitze. Damit kann man auch die Konjunktion (und-Verknipfung) sowie die
Disjunktion (oder-Verkniipfung, Alternative) bilden. Aussagen bekommt man
auch aus Aussagefunktionen A(X) bzw. ,x ist A‘, wenn man das x konkret wahlt
oder wenn man es quantifiziert: ,Fiir alle x gilt A(x)‘ oder ,fiir (mindestens) ein
x gilt A(X)* bzw. ,fiir einige x gilt A(x)‘. Wéhrend A(x) Prédikate bzw. Begriffe
festlegt, ergeben sich durch Quantoren daraus Aussagen. So spricht man auch
von Préadikatenlogik, Quantorenlogik oder auch Begriffslogik. Frege benutzt nur
die Allgemeinheit (den Allquantor) und driickte die Existenz (den
Existenzquantor) mit Hilfe der Verneinung und der Allgemeinheit aus.

Frege benutzt in seiner Logik eine zweidimensionale Notation mit linienartigen
Verbindungen, die sich nicht durchgesetzt hat. Aber in moderner Schreibweise
wird sie heute tberall genutzt. [1]

Als Beispiel betrachten wir den Begriff ,Primzahl‘ aus der Mathematik. Eine
Primzahl ist eine naturliche Zahl, die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar
ist. Bedeutet P(x) die Aussagenfunktion ,x ist eine Primzahl‘, so fallen unter
den Begriff ,Primzahl‘ als Gegenstdnde alle Primzahlen. Dann sind P(2), P(3)
und P(5) wahr, wéhrend P(4) und P(6) falsch sind. P(Frege) ist dann ebenfalls
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falsch, ist aber auch unsinnig, weil es sich bei Frege um eine Person und nicht
um eine natiirliche Zahl handelt. Die Aussage ,Fiir alle x ist P(x)* bzw. ,Alle x
sind Primzahlen® ist auf jeden Fall falsch. Die Aussage ,Fiir einige x ist P(x)
bzw. ,Einige x sind Primzahlen‘ ist dagegen wahr. Offen ist der Grundbereich,
aus dem x gewahlt wird. In der Mathematik schrankt man ihn auf natirliche
Zahlen ein. Bei Frege umfasst der Grundbereich alle Gegenstande. In seiner
Lesart ist ein weiterer Begriff, ndmlich ,natiirliche Zahl‘, festzulegen. Wir
nennen ihn N(x). Dann ist die neue Aussagenfunktion die und-Verknipfung
,N(x) A P(x), in der dann x speziell belegt oder quantifiziert wird.

In der Mathematik werden Zahlen als Gegenstande betrachtet. Wie bringt Frege
das nun in seiner Logik zustande? Er braucht, wie sich herausstellt,
Gegenstandséaquivalente zu Begriffen. Zunéchst deklariert er sie als Umfange,
ohne darauf weiter einzugehen. Spater spricht er von Klassen, die Wertverlaufe
der entsprechenden Aussagenfunktionen sein sollen. [1], [6]

4. Arithmetik der nattrlichen Zahlen

Die Begriffsschrift entwickelt Frege vor allem deshalb, um sein Programm der
Zurickfihrung der Mathematik auf die Logik (Logizismus) zu verwirklichen.
[11]

Zunéchst definiert er die (natdrlichen) Zahlen als logische Gegenstande. Da er
streng zwischen Begriffen und Gegenstanden unterscheidet [3], kdbnnen Zahlen
keine Begriffe sein. So erklart er die Umfange von Begriffen zu Gegenstanden.
Aber was sind Begriffsumfange? Die Menge der Gegenstande, die unter einen
Begriff fallen, kommt fir ihn nicht in Frage, da Mengen zur Mathematik und
nicht zur Logik gehoren. Da Begriffe fur ihn Aussagefunktionen mit
Wahrheitswerten sind, greift er stattdessen zu deren Wertverlaufen. Der
Wertverlauf eines Begriffes ordnet jedem Gegenstand das Attribut ,wahr® oder
Lfalsch zu, je nachdem, ob der Gegenstand unter den Begriff fallt oder nicht.
Schlief3lich braucht Frege zu den Grundgesetzen (Axiomen) der Begriffsschrift
noch ein weiteres Gesetz (bei ihm Grundgesetz V) [8]. Es besagt, dass zweli
Begriffe genau dann gleich sind, wenn ihre Umfénge (Klassen) tbereinstimmen.
Damit kann man von Begriffen eindeutig zu deren Umfangen tbergehen und
umgekehrt. Damit hat man neben der Begriffslogik eine Klassenlogik.

Weiter geht es wie folgt [6]:
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e Zwei Begriffe heilRen gleichzahlig, falls sich die jeweils unter die Begriffe
fallenden Gegenstdnde umkehrbar eindeutig einander zuordnen lassen.
(Das entspricht bei Mengen dem gleichmachtig.)

e Die Anzahl eines Begriffes F ist der Umfang des Begriffes ,,gleichzahlig
zu F*

e Die Zahl 0 ist die Anzahl des Begriffes ,sich selbst ungleich®, also der
Umfang von ,gleichzahlig zu ,sich selbst ungleich® *“. Unter diesen
Begriff fallt kein Gegenstand.

e Die Zahl 1 ist die Anzahl des Begriffes ,,gleich 0° bzw. der Umfang von
»gleichzahlig zu ,gleich 0° “. Unter den Begriff fillt genau ein
Gegenstand, die Zahl 0.

Nun wird zur Zahl n noch der Nachfolger n‘ definiert. Dabei sollen unter n‘ alle
Gegenstande fallen, die unter n fallen, und aulRerdem noch ein einziger weiterer
Gegenstand. Dann kann man alle Zahlen bilden. Nach Einflhrung der Addition
ergibt sich der Ausdruck n‘=n+ 1. Man kann dann die Grundgesetze der
Arithmetik der natirlichen Zahlen nachweisen, die bei Frege in etwa den
Axiomen von Giuseppe Peano entsprechen. Auf Basis der Grundgesetze sind
alle Gbrigen Sétze der Arithmetik herleitbar.

Die Zahlen sind bei Frege Umfange von Begriffen, die sich auf Begriffe von
Gegenstanden beziehen (Begriffe zweiter Ordnung).

5. Die Antinomie

Im Jahre 1902 macht Russell in einem Brief Frege auf einen Widerspruch in
dessen System der ,Grundgesetze® aufmerksam [8]. Ausgangspunkt ist die
Unterscheidung von nicht-pradikativen und pradikativen Begriffen. Zur ersten
Sorte gehoren die Begriffe, die sich auf sich selbst beziehen. Ein Beispiel ist der
Begriff ,abstrakt®, der selbst abstrakt ist. Wenn man einen solchen Begriff
definieren will, ergibt sich ein problematischer Zirkel. Man geht von etwas aus,
was man erst festlegen will.

Die zweite Sorte bilden Begriffe, die nicht auf sich selbst bezogen sind. Ein
Beispiel ist der Begriff ,Mensch®, der selbst kein Mensch ist.

Bildet man nun den Begriff R von den ,priadikativen Begriffen‘ so ist die Frage,
ob R prédikativ oder nicht-pradikativ ist. Obwohl dieser Begriff R eine sehr
theoretische Konstruktion ist, ist er doch in Betracht zu ziehen. Egal, was man
von R annimmt, es folgt dann das Gegenteil. So ergibt sich leider ein logischer
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Widerspruch. Russell mochte daher nicht-pradikative Begriffsbildungen
verbieten, um maogliche Widerspriiche auszuschlieRen. Aber auch das erweist
sich als problematisch, weil unverzichtbare Begriffsbildungen in der
Mathematik nicht-pradikativ sind.

Da Russell von Mengen oder Klassen der Mathematik ausgeht, entschlief3t sich
Frege, bei den Wertverldufen von Begriffen auch von Klassen zu sprechen, die
dann bei ihm logische Gegenstédnde sind. Die Zahl 0 ist dann die Klasse aller
Klassen leerer Begriffe, die Zahl 1 ist die Klasse aller Klassen einzahliger
Begriffe und so weiter.

Was bedeutet Russells Antinomie in der Klassensprache. Was ist mit einem
Begriff, dessen Klasse unter ihn fallt? Dieser Begriff ist nicht-pradikativ. Um
sich vom Begriff zu 16sen, sagt man auch, dass die Klasse sich selbst angehort.
Was ist nun mit der Klasse K aller Klassen, die sich nicht selbst angehéren. Sie
gehort sich einerseits selbst an und andererseits nicht. Ein logischer
Widerspruch. Diese Klasse existiert also nicht, obwohl es sie nach Freges
Theorie geben misste. Wo steckt der Fehler? Frege schien -einerseits
Grundgesetz V (Begriffsgleichheit gleich Klassengleichheit) intuitiv Klar,
obwohl er zugleich ein dummes Gefiihl hatte. Dieses Grundgesetz erwies sich
spater als Ubeltater. Aber auch ein Verzicht auf V oder eine Abschwachung von
V Dbringen nichts. In der Mengentheorie hilft man sich mit einem
Axiomensystem, dass die der Klasse K entsprechende Menge ausschlie3t. Aber
diese Axiome sind nicht alle logischer Natur. So ist der Logizismus gescheitert,
selbst die Arithmetik ist nicht rein logischer Natur.

6. Resimee und Ausblick

Frege entwickelt die zweiwertige Préadikatenlogik, die Begriffsschrift, in der
Begriffe tber logische Funktionen erfasst werden. An den Anfang stellt er
Axiome, aus denen die Wahrheit oder Falschheit von Aussagen mittels logischer
Schlisse hergeleitet wird. Diese Logik wird heute in moderner Schreibweise
Uberall eingesetzt, vor allem in der Mathematik und in der Informatik. Die
Erweiterung dieser Logik auf eine Klassenlogik erlaubt es, natiirliche Zahlen als
Gegenstande zu definieren. Allerdings stellt sich heraus, dass die Klassenlogik
widersprichlich ist. Daraus folgt

» Die Zahlen sind keine (rein) logischen Gegenstéande.
» Die Arithmetik ist nicht (rein) logischer Natur.
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Spater beweist der Osterreichische Logiker Kurt Godel, dass schon die
Arithmetik Sétze enthalt, die axiomatisch nicht entscheidbar sind. Damit ist
neben dem Logizismus auch das Programm von David Hilbert gescheitert, die
gesamte Mathematik axiomatisch zu begriinden.

Es scheint so, dass Programme zur strengen Begrindung der Mathematik stets
neue Einsichten bringen, zugleich aber Grenzen aufzeigen, die neue Fragen
aufwerfen.



28

Literaturverzeichnis

10.

11.

Autor

Frege, G.: Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens, Verlag Louis Nebert, Halle a. d. Saale 1879. Nachdruck z.B. in:
Gottlob Frege. Begriffsschrift und andere Aufsitze. Herausgegeben von 1. Angelelli,
Georg Olms Verlag Hildesheim u.a. 1964.

Frege, G.: Funktion und Begriff. Vortrag 1891. Nachdruck z.B. in: Gottlob Frege.
Funktion, Begriff, Bedeutung. Finf logische Studien. Herausgegeben von G. Patzig,
Vandenhoek & Ruprecht, Géttingen 1962.

Frege, G.: Uber Begriff und Gegenstand. Vierteljahresschrift fir wissenschaftliche
Philosophie 16 (1892), S. 192-205. Nachdruck z.B. in: Gottlob Frege. Funktion,
Begriff, Bedeutung. Funf logische Studien. Herausgegeben von G. Patzig,
Vandenhoek & Ruprecht, Gottingen 1962.

Frege, G.: Uber Sinn und Bedeutung. Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik C (1892), S. 25-50. Nachdruck z.B. in: Gottlob Frege. Funktion, Begriff,
Bedeutung. Finf logische Studien. Herausgegeben von G. Patzig, Vandenhoek &
Ruprecht, Gottingen 1962.

Frege, G.: Der Gedanke — eine logische Untersuchung. Beitrdge zur Philosophie des
deutschen Idealismus, 1. Jg., Heft 2, S. 58-77 (1918-1919). Nachdruck z. B. in:
Logische Untersuchungen. Herausgegeben von G. Patzig, Vandenhoek & Ruprecht,
Gottingen 1966.

Frege, G.: Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung
uber den Begriff der Zahl. Verlag Wilhelm Koebner, Breslau 1884.

Frege, G.: Grundgesetze der Arithmetik, Begriffsschriftlich abgeleitet, 1. Band. Verlag
Hermann Pohle, Jena 1893.

Frege, G.: Grundgesetze der Arithmetik, 1. Band. Verlag Hermann Pohle, Jena 1903.

Kienzle, B., Der Ursprung der modernen Logik und Semantik bei Gottlob Frege.
Wismarer Frege Reihe, Heft 02/2006, S. 6-40.

Schott, D. (Hrsg.): Gottlob Frege - ein Genius mit Wismarer Wurzeln. Leistung —
Wirkung — Tradition. Leipziger Universitatsverlag 2012.

Schott, D.: Freges Logik und der Logizismus. Wismarer Frege-Reihe, Heft 03/2023, S.
16-39.

Prof. Dr. rer. nat. habil. Dieter Schott
Fakultat fur Ingenieurwissenschaften, Gottlob-Frege-Zentrum

Hochsc

hule Wismar

Philipp-Mller-Str. 14
D-23966 Wismar

E-Mail:

dieter.schott@hs-wismar.de



mailto:dieter.schott@hs-wismar.de

29

Peter Junglas

Special Functions for Engineers

Abstract. Well established special functions are an important tool to expand analyt-
ical methods in many engineering applications. Unfortunately, they have fallen out of
fashion in engineering educational programs and are mainly replaced by direct numer-
ical computations. But since they simplify the analysis of many practical problems,
they should find a place again in engineering curricula. This claim is substantiated by
examples from fluid mechanics, production planning, mechanics and vibration theory,

employing the Lambert W function, the error function, elliptic and Bessel functions.

Introduction

The standard mathematical education of engineering students is usually
divided into two different parts: In the first three semesters they learn ba-
sic concepts and calculation techniques from linear algebra, analysis and
ordinary differential equations, and immediately apply them in mechanics,
electrical engineering and vibration theory. The focus is on manual com-
putations, using parameters to solve general problems and find optimal
values. In the second part they come in touch with “real-world” problems
and find that manual computations don’t work anymore. This is the time
for topics such as numerical mathematics, modeling and simulation and fi-
nite element computations. Now, parameter studies are done numerically,
optimization often becomes a major numerical task. Usually missing in the
curriculum are strategies to extend analytical methods, which can make
parameter studies and optimization much simpler.

A conceptionally easy way to extend the computation capabilities is
the introduction of special functions, which are well-known in applications
and whose properties have been extensively studied [I]. This notion has
no formal definition, some authors use the hypergeometric series or special
classes of differential equations as unifying criterion [2]. We will stick here
to the general consensus, including non-elementary functions that have
proven their value in applications. Though many of them have interesting
properties, when extended to the complex numbers, we will concentrate
on real functions here.
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In the following, we will use four different methods to define new
function on R: as inverse functions, antiderivatives, definite integrals with
parameters or solutions of ordinary differential equations. Of course there
are a lot of other possibilities, e.g. power series or integral transforms. In
each case, we will shortly present an application problem, then introduce
the special function needed, study some of its properties, and finally show,
how to solve the original problem using them.

Inverse Functions

The first example is a standard problem in basic fluid mechanics lectures
[3]: Given a horizontal pipe of length [ = 2 km, diameter d = 0.5 m and
surface roughness £ = 0.1 mm that is used to transport a volume flow
V = 1200 m?/h of hot water of 85 °C. Compute the pressure loss Ap in

the pipe. Following the standard procedure leads to an apparently simple
equation that can’t be solved analytically.

2 .

Figure 1: Lambert W function.

The Lambert W function is the upper branch of the inverse of

f(z) = ze* for x > —1/e (cf. Fig. [I)). It is sometimes denoted as W,
while the lower branch is named W_;.
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Amongst its many useful properties are (for suitable x, a)

re'=a = x=W(a)

chzr=a = z=¢"
. N ~ Ina
v x_W(lna)
Wi(z)
o) —
W = W)

/W(x) iz — 2 (W(m) 14 Wl(x)> e

They are summarized in [4], together with many of its applications. In
Matlab it is defined directly as lambertw(x), the negative branch as
lambertw(-1, x).

Its applications span a lot of different areas, e. g. explicit solutions
of some quantenmechanical systems, the kinetics of enzyme-catalysed re-
actions, crystal growth, solutions of the Einstein vacuum equations or the
SIR equations of epidemiology. [5] even argues that due to its rich math-
ematical structure and abundant applications, it should be included in
the set of elementary functions and taught at secondary or tertiary school
levels.

Using the W function, the solution of the introductory example pro-
ceeds as follows: First one gets the temperature-dependent values of the
density p and the kinematic viscosity v from water tables and computes
the dimensionless quantities

Re = ﬂi = i
v Tdv
k

krel:E

Next, one computes the Darcy friction factor A by solving the Coleman
equation

1 2 | 251 1 L krel
= — n .
Jr  In10  \Re v\ ' 37

To this end one introduces = 1/v/A and some obvious abbreviations to
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write 1t as
r = —cln(ax +b).

A bit of simple algebra leads to

b
T b s b Eue
__|__ ¢c ac —
C ac ac

with the solution

) b
ch(e >——
ac a

leading to the numerical value

A =0.01415.

Finally the pressure loss is computed as

e
Ap—Ad2w = 0.7900 bar .

Antiderivatives

The second example is concerned with first steps in production process
planning: In a manufacturing process, resistors of R = 47 k{2 must be
produced. They should belong to the norm series E12, i. e. the resis-
tance R may not deviate from the specified value by more than 10%. The
values actually produced are normally distributed with E(X) = 47 kQ
and o(X) = 3 k. Calculate the percentage of resistors produced that
are in the permissable range. The mathematical problem is, of course, to
compute the antiderivative of f(z) = e *".

The error function is defined as

2 T
erf(z) := ﬁ/o e " dt

(cf. Fig. [2)). Since a basic course in stochastics is now standard in engi-
neering curricula, this function is actually known to the students, together
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Figure 2: Error function.

with its basic properties

erf(—x) = —erf(z)
erf(0) =0
lim erf(x) =1

T—00
In Matlab it is given as erf (x), and its complement by erfc(x) = 1 - erf(x).

Related functions are the Fresnel integrals
S(z) = / sin 2 dt

0 2
C(x) = / cos 2 dt,

0 2

which can be reduced to the error function of complex arguments.

As a consequence of the central limit theorem, the error function
appears in lots of statistics applications. A variant is the Maxwell distri-
bution function of molecule velocities in an ideal gas. Furthermore, it is
important for the computation of heat conduction phenomena, since it is
the fundamental solution of the heat equation. The Fresnel integrals de-
scribe the scattering of light around obstacles in the near-field region and
— a bit surprisingly — optimal curves for motorway exits [6].
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Exercise 2 is a standard example in stochastics: The distribution of
the resistance values is given by

X ~ N(47,9),
the percentage is
p=P0.9-47 < X <1.1-47).

Normalizing with

X —p
N g

Z

~ N(0,1)

then leads to

Definite Integrals

The third exercise is a standard mechanics example: Given a mathematical
pendulum of length [ = 1 m, calculate the oscillation period for the initial
values

po = 10°/90°/175°, ¢y = 0.

The difficult mathematical problem here is the computation of a definite
integral with a parameter.

The complete elliptic integral of the first kind is defined as

/2
Kmy:/ W e
0 \/1—msin219

(cf. Fig.[3). It has a lot of interesting properties, amongst them

mng K(1) = 0o
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K(m) = g <1+ <%)2m+ (%)Qmﬂ...)
Kom = | T

In Matlab in can be calculated with ellipke (m).

5
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Figure 3: Complete elliptic integral of the first kind.

K belongs to the important family of elliptic integrals

/ R(z, /P(2)) dz.

where P(x) is a polynomial of degree 3 or 4 (with 3 or 4 differ-
ent roots to exclude “trivial” cases) and R(z,y) is a non-trivial ratio-
nal function of its two arguments. An important special case is the
incomplete elliptic integral of the first kind

“ 1
F(u,m) = /0 NGO dt

with the connection

K(m) = F(1,m).
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The inverse of F as function of u is called Jacobi elliptic function sn, it can
be considered as a generalization of a harmonic function using a special
nonlinear restoring force [7].

The elliptic integrals and elliptic functions play a prominent role in
mathematics [§]: One of their first appearances was in the computation of
the arc length of the ellipse (hence their name). In complex function theory,
elliptic functions are defined as meromorphic, doubly periodic functions,
with a deep connection to the elliptic integrals. They are the starting
point of modern developments from elliptic curves to modular forms up
to the proof of Fermat’s theorem. They even provide an explicit solution
of the quintic equation. They appear in many applications, such as the
trajectory of the mathematical pendulum, the form of a skipping rope, the
description of soliton waves or even in cryptography (ok, this needs a few
further steps from here).

The solution of exercise 3 starts with the equation of motion
¢+ w?sing =0

with

Multiplying with ¢ and integrating (or simply by energy conservation) one
gets

¢? = 2w?(cos p — cos py)

Integration from 0 to 7'/4 leads to

T—2\/§/% d
 w Jy Jcosg —cosgy

The — not so obvious — substitution

in £
Sll’l2

in £o
st

sinu =
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leads to

4 [T/? d
T:—/ ¢ .
W Jo \/1 —siHQ%siHQU

Introducing the oscillation period T} for very small initial ¢

2
Ty = _7T7
w

one finally gets

2T
T = —OK (sin2 ﬂ) )
T 2

Numerically the results for the different initial conditions are:
©0 T |T;f0|
10° | 2.0521 | 0.0229
90° | 2.6640 | 0.3280
175° 1 6.2141 | 2.0977

Obviously, the usual approximation sin ¢ =~ ¢ for small initial an-
gles, leading to T' = T, is completely wrong for values approaching 180°:
The pole of K(m) at m = 1 corresponds to the — unstable — equilibrium
point at ¢y = 7.

Differential Equations

The final example is a standard problem from vibration theory: Given a
circular membrane with wave speed ¢ that is fixed at radius rg, calculate
the frequencies of the first 10 vibration modes. ¢ can be computed from
membrane properties such as elasticity and density and the tension forces
applied to the membrane. Solving the wave equation for a circular geom-
etry leads to an ordinary differential equation with solutions that cannot
be expressed with elementary functions.

The Bessel equation is defined by

2" xf + (2 —mPf =0
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for m = 0,1,2,... and positive x. For given m, the equation has two
linearly independent solutions J,, and Y,,, the Bessel functions of the first
and second kind, where J,,,(0) is finite, whereas Y,, has a pole at 0 (cf.
Fig. . They have infinitely many zeros, which will be denoted by jp,
and yp,, forn=1,2,....
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Figure 4: Bessel functions.

The Bessel functions satisfy the recurrence relations

2m
7Jm(l') — Jm_1($) + Jm+1($)
2J (2) = Jp_1(x) — Jpy1(2)
and the orthogonality relation [9]

d_x _ zsin (%(m — n))

x T m2—n?

o0
| n@anta)
0
For large x they are approximately harmonic

2
Jm(x)%\/%cos(x—g—%» x> 1.

In Matlab values of the Bessel functions can be calculated with besselj (m,x)
and bessely(m,x). Their zeros can be computed with fzero, but a much
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faster and more reliable function besselzero is available at the MATLAB
Central File Exchange [10].

Closely related functions are the Hankel functions, which are com-
plex linear combinations of .J,, and Y,,. Furthermore, solutions of the
Bessel equations are studied for arbitrary (non-integer) values of m. Es-
pecially useful in applications are the solutions with half-integer m, the
spherical Bessel functions.

The Bessel functions appear in all kinds of physical applications with
cylindrical symmetry, e. g. electromagnetic waves in a waveguide, heat
conduction, wave functions in quantum mechanics or diffraction through
an aperture. In corresponding situations with spherical symmetry, the
spherical Bessel functions are similarly useful.

To solve exercise 4, one starts by writing the two-dimensional wave
equation using polar coordinates:

1 1

1
uTvr' + ;uT —l_ uso(p — g’dtt.

2
For the computation of eigen modes, one assumes a harmonic time be-
haviour and a separation of space variables:

u(r, o, t) = f(r)g(p) cos(wt)
= g(p) = Acos(mp + o), m=0,1,2,...

Introducing k := w/c and changing the variable from r to z := k7, one
gets the Bessel equation for f(z). Certainly, the vibration must be finite
at r = 0, therefore the J,, are the only solutions. Since the membrane is
fixed at the circle r = ry, we have

Jm(k 7nO) - 07

giving eigen frequencies at
C .
W= —"Jmn-
To

A table of zeros j,,, form =0...5and n = 1...4 provides enough values
to find the ten lowest modes and corresponding frequencies:



40

#2.40 | *5.52 | *8.65 | 11.79
#3.83 | *7.02 | 10.17 | 13.32
*5.14 | *8.42 | 11.62 | 14.80
*6.38 | 9.76 | 13.02 | 16.22
*7.59 | 11.06 | 14.37 | 17.62
*8.77 1 12.34 | 15.70 | 18.98

Cﬂ'-lkwl\')r—‘OB

Conclusions

Special functions play an important role in many applications, especially,
but not confined to electrical and mechanical engineering, physics and
statistics. Consequently, their definitions and properties should be in-
cluded in engineering curricula. A standard mathematics course in analy-
sis and differential equations seems to be an appropriate place to include
this topic. But since the time is already too short to cover the basic mate-
rial, this seems unfeasible in practice. In a non-systematic fashion, special
functions could be included as examples or in homework exercises. But
it would probably be better to integrate them into application courses as
soon as they are needed.

Of course, special functions are an interesting topic for mathemati-
cians as well: They provide lots of important examples, allow to extend
tools from analysis and often are starting points for complete new ar-
eas. The general tendency to teach mathematics by starting with abstract
notions often leaves students without a proper understanding of the mo-
tivation behind the definitions. Topics like special functions can provide
a basis for later abstraction and a feeling for the many interconnections
between seemingly unrelated areas of mathematics.

Unfortunately, special functions have fallen out of fashion in teaching
engineering students and are often replaced by numerical methods. This
can have severe consequences, e. g. when optimization with many param-
eters is done directly using complex and computationally intense numeri-
cal methods, where applying analytical methods could lead to much faster
and more reliable computations. Hopefully, the explicit examples provided
here have shown that special functions deserve a renaissance, not only for
practical purposes, but in the spirit of Hammings famous motto:

The purpose of computing is insight, not numbers. [I1]
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Markus Schmidt-Grottrup

Catalan-Zahlen und Catalan-Dreieckszahlen

Zusammenfassung. ,A North Star on the Mathematical Sky “nennt Thomas Kos-
hy die Catalan-Zahlen im Vorwort seines Buches [6]. Die Fiille verschiedenster kom-
binatorischer Aufgabenstellungen, die zu den Catalan-Zahlen fiihren, ist in der Tat
bemerkenswert. Sie bieten jede Menge Gelegenheit fiir interessante und anschauliche
Aufgabenstellungen. Umso erstaunlicher, dass sie im Rahmen von Schul- und Hoch-
schulausbildung bisher kaum zu finden sind. Im ersten Teil werden beispielhafte Auf-
gabenstellungen gezeigt. Der zweite Teil legt die Ubereinstimmungen zwischen den
verschiedenen Rekursionsformeln dar, bietet einige Bijektionen zwischen den Kombi-
nationsmengen und verweist auf Methoden Kombinationen einheitlich zu indizieren.
Der dritte Teil befasst sich mit den Catalan-Dreieckszahlen und ihrer Verwandtschaft
zu den Binomialkoeffizienten. Der abschliefende Teil hilt einige mathematische Uber-
raschungen und etwas zur Geschichte bereit.

Catalan-Zahlen

In The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences steht zu den Catalan-
Zahlen ,This is probably the longest entry in the OEIS, and rightly so*[11].
Hier begrenzen wir uns auf wenige wichtige und besonders anschauliche
Anwendungstille.

Triangulation eines konvexen n + 2-Ecks

Ein konvexes Polygon wird so trianguliert, dass die Eckpunkte aller Drei-
ecke Fckpunkte des Polygons sind. Ein n + 2-Eck wird dadurch in n Drei-
ecke zerlegt. Fiir n = 1 ist das Dreieck bereits trianguliert, fiir n = 2
gibt es fiir das Viereck zwei, fiir ein Sechseck bereits vierzehn verschiedene
Triangulationen, siche Abbildung [I] Symmetrien werden bei der Z&hlung
nicht beriicksichtigt, die Triangulationen werden durch z.B. durch eine
Basis-Seite eindeutig.

Bereits im 18. Jahrhundert ist das Problem bekannt und gelost.
Leonhard Euler notiert die Formel fiir die Anzahl E, der Triangulatio-
2.6-10-...-(4n—10)

(n—1)!
ler: ,Die Induktion, so ich gebraucht, war ziemlich mithsam“[5]. Die heute

. Dorrie zitiert zu dieser Formel Eu-

nen eines n-Ecks: E,, =



Qo D

OO D
O QO D

Abb. 1: Triangulationen fiir Drei- bis Sechseck (n=1 bis 4)

iibliche Definition der Catalan-Zahlen bezieht sich auf die Anzahl der Tri-
angulationen eines n + 2-Fcks

Cn = En+2 =

2:6-10-..-(4n—2) 2-4-6-..-(4n) 1 (2n
(n+ 1)!  (n+Dinldr ol '

Ausbalancierte Klammern

Klammernpaare, bei denen zu jeder geoffneten Klammer genau eine schlie-
fsende Klammer gehort, die nach dieser kommt, sind ein weiteres Beispiel
tiir Catalan-Zahlen: zu n Klammerpaaren gibt es genau C,, mogliche Klam-
merungen, siche Abbildung [2]

Klammerpaare machen diese Rekursion fiir C), anschaulich:

Chi1 = Z C; C,—_;. Rekursionsformel nach Segner.
i=0

Dazu werden die Kombinationen von Klammerpaarungen nach der Positi-
on der schliekenden Klammer sortiert, die zur ersten gedffneten Klammer
gehort, siehe Abbildung [3] In der ersten Gruppe enthélt das mit eckigen
Klammern markierte Klammerpaar keine Klammernpaare, dafiir gibt es ei-
ne Moglichkeit (Cy = 1). Die auf das markierte Paar folgenden Klammern
haben noch n = 4 Klammerpaare, dafiir gibt es Cy = 14 Mdoglichkeiten. In
der néchsten Gruppe enthélt das markierte Klammerpaar ein Klammer-
paar, mit einer Moglichkeit (C; = 1) und die nachstehenden Klammern
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Kein Paar

%] Co=1
1 Paar

() Cy =1

2 Paare
(). 00 Cy =2
3 Paare
((0)), ()0, (00, 0€0), OO0 C3=5

4 Paare

0000, 00€0), OC))O, OO0), OO, ()OO (O)O),
(00)0, (Q00), (O€0)), ((0NO, ()0, (00, (((0)))  Cy=14

Abb. 2: Ausbalancierte Klammernpaare von n=0 bis 4 Paaren

[HOO00: TTOOCO), TTOO)I0; TTOO0), OO IO H(O))
LCOO)O; LIEOO0): TICOON: TICONOs HCOIO): OO, L))
(01000 10TO), [O1O)0; 10TCO0), [O1((0))

[OO100; [0O1C0); [0, [N (O);

[OOO10 [0 05 [OOMTO; 1OIOT 0 1O O

100001 10O 1O)OL 10O LOCONL [OIOOL LOIO)]
[(OO)OL, [OOO)L OO 1CCONOL OO [COONL O]

Abb. 3: Klammernpaare aus je fiinf Paaren. Das jeweils erste zusammen-
gehorige Klammerpaar ist als eckige Klammer dargestellt.

noch drei Klammernpaare mit C'3 = 5 Moglichkeiten, usf. Die Rekursions-
formel nach Segner folgt unmittelbar.

Monotone Pfade

Ein Pfad durch ein n x n-Gitter verbindet Koordinate (0, 0) mit der Koor-
dinate (n,n); er wird nur durch horizontale und vertikale Linien gebildet
und muss die minimal mogliche Lange 2 n einhalten. Da er aus n horizon-
talen und n vertikalen Strecken der Linge 1 zusammengesetzt ist, gibt es
(2:) mogliche Pfade. Monotone Pfade sind solche, die nur unterhalb der
Diagonale verlaufen. Es gibt genau €, monotone Pfade. Dies kann durch
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einen einfachen Spiegelungstrick veranschaulicht werden, siche Abbildung
Ml Bei Pfaden, die die Diagonale iiberschreiten, wird der Teil des Pfades
ab der ersten Uberschreitung der Diagonale an der oberhalb dieser verlau-
fenden Linie gespiegelt. Er endet dann in der Koordinate (n — 1,n + 1).
Pfade, die von (0,0) nach (n —1,n + 1) verlaufen, kreuzen auf jeden Fall
die Diagonale und lassen sich auf einen die Diagonale kreuzenden Pfad im
n X n-Gitter zuriickspiegeln. Von diesen gibt es (n2f1) mogliche Pfade. Des-

halb ist die Anzahl monotoner Pfade: (27:‘) — (n247:1) = (712!72!! — (n+1()2!n(21!71)! =
(n+)(2n)!  m(@2n)! _ (@2n)! 1 (Qn)
(n+1)!In! (n+D)!In! = (n+)!n! = n+l\n /-

Abb. 4: Links: Monotoner Pfad, der die Diagonale nicht kreuzt.
Mitte: Pfad, der die Diagonale kreuzt.
Rechts: Spiegelung des vorigen nach Kreuzung der Diagonale.

Volle Binarbaume

Bindrbdume sind fiir Sortierungen wichtige Spezialfille von Graphen. Ein
voller oder saturierter Bindarbaum hat in jedem Knoten entweder keine
oder zwei Kindknoten. Als innere Knoten werden die Knoten mit zwei
Kindern bezeichnet, die iibrigen sind Blétter. Ein voller Bindrbaum mit n
inneren Knoten hat n + 1 Blétter, siche Abbildung [5

Abb. 5: Voller Bindrbaum mit fiinf inneren Knoten (0-4) und sechs Blét-
tern (bo, b1, ..., bs).

Die Rekursionsformel nach Segner fiir die Anzahl voller Bindrbdume
mit n inneren Knoten erschlieft sich unmittelbar: hat ein voller Bindrbaum
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mit n+1 inneren Knoten unter dem Wurzelknoten links einen vollen Binér-
baum mit ¢ Knoten, befindet sich rechts ein Bindrbaum mit n — ¢ inneren
Knoten, dabei kann ¢ alle Werte von 0 bis n annehmen.

Mehr Beispiele

Wurzelbdume konnen im Unterschied zu Bindrbdumen bei jedem inneren
Knoten beliebig viele Kindknoten haben. Zu Wurzelbdumen mit n Kanten
gibt es ebenfalls genau C), mogliche Kombinationen, siche Abbildung [6]

0 Kanten @

1 Kante G

o oo

IR X

208 & ety
O

3 Kanten

4 Kanten

Abb. 6: Wurzelbaume mit n Kanten fiir n =0, ..., 4.

Auch hier ergibt sich die Segner-Rekursionsformel durch eine einfa-
che Uberlegung. Der Wurzelknoten eines Wurzelbaums mit n + 1 Kanten
hat einen (ersten) Kindsknoten. Befinden sich unter diesem weitere ¢ Kan-
ten, sind die iibrigen n —¢ direkt unter dem Wurzelknoten angebracht. Die
Anzahl ¢ kann wieder alle Werte von 0 bis n annehmen.
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Gebirgssilhouetten konnen durch schrage Linien dargestellt werden,
wobei gleich viele auf- wie absteigende Linien verwendet werden und die

Silhouette durchgehend tiber dem Startlevel bleibt, siche Abbildung[7]. Die
Ubereinstimmung mit balancierten Klammerpaaren ist offensichtlich.

n—1 /N
VN
n—2 VA VZN / AN
VN
VN VN VA VN / AN
n=3 NSNS\ NS NS NN S NS AN

Abb. 7: Gebirgssilhouetten aus n Linienpaaren fiir n = 1, ..., 3.

Multiplikationsreihenfolgen legen fest, in welcher Reihenfolge die
Faktoren multipliziert werden, sieche Abbildung [§] Die Abfolge der Fak-
toren wird dabei nicht gedndert. Fiir eine assoziative, aber nicht kommu-
tative Verkniipfung kann so die Anzahl der moglichen Berechnungen bei n
Verkniifungen bestimmt werden. Die Multiplikationsfolgen lassen sich den
Klammerpaaren zuordnen, indem 6ffnende Klammern und die Variablen
entfernt werden und der Multiplikationspunkt durch eine offene Klammer
ersetzt wird.

n=0 a
n=1 (a-b)
n=2 ((a-b)-0), (a-(b-c))
(((a-b)-c)-d), ((a-b)-(c-d)), ((a-(b-c))-d),
n=3 (a-((b-c)-d)), (a-(b-(c-d)))
((((a-b)-c)-d)-e), (((a-b)-c)-(d-€)), (((a-b)-(c-d))-e),
((@-b)-((c-d)-e€), ((a-b)-(c-(d-e€))), (((a-(b-c))-d)-e),
((@-(b-c))-(d-€), ((a-((b-c)-d))-e), ((a-(b-(c-d)))-e),
(@-(((b-c)-d)-e), (a-((b-c)-(d-e))), (a-((b-(c-d))-e)),
n=4 (a-(b-((c-d)-e)), (a-(b-(c-(d-e))))

Abb. 8: Multiplikationsreihenfolgen.

Handreichungen diber einen Tisch von 2n Personen am Tisch, die
jeweils einer andern Person die Hand reichen, ohne dass sich Héande tiber-
kreuzen, sind das néchste Beispiel, siehe Abbildung [0} Sie sind erneut mit
der Rekursionsformel nach Segner abziahlbar. Fiir eine Person an einem
Tisch mit 2n + 2 Personen, gibt es n + 1 mogliche Partner, da sich auf
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beiden Seiten des Tisches zwischen dem Handschlag der Person und ihrem
Parter jeweils eine gerade Anzahl von Personen befinden muss. Andernfalls
gibt es keine Losung ohne Uberkreuzung mehr. Dann befinden sich auf der
einen Seite ¢ Paare und auf der anderen Seite n—1 Paare, fiiri =0, ..., n

n—1

o L

L g
TRIBIRIR N
LB B 438 A8 KE
=Rk

Abb. 9: Handreichung iiber einen Tisch fiir n Paare ohne Uberkreuzung
aus n Linienpaaren fir n =1, ..., 4.

n—=4

Die Zerlequng einer Treppe aus n Stufen in n Rechtecke, siehe Ab-
bildung [10} ist wieder in genau C), Versionen moglich.
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n=1 [

b B

n—3 ___I _j_\ i ] __ll j_‘l
___I _j_\ —|_| —’_‘I j_‘I
[ ] [ ] [ ] ]_‘
__I_j_\_|—|_| [ ]

n4}jljjl jl_’—‘llj_‘ll

Abb. 10: Treppen mit n Stufen in n Rechtecke zerlegt.

Ubereinstimmungen

Rekursion

Bisher wurde die Euler-Formel C), = #1(2;:) tiir monotone Pfade gezeigt
und die Segner-Rekursion C,, 11 = >, C; C,,—; mit Cy = 1 fiir die meisten
anderen Beispiele. Dass beide Formel die identische Folge bilden, wird jetzt
tiir die Triangulation eines n + 2-Ecks betrachtet.

Zum einen gilt die Segner-Formel. Dazu sei ein n 4 3-Eck gegeben
und es wird das Dreieck betrachtet, das die Grundseite des n + 3-Ecks
enthélt. Diese Dreieck zerlegt das Polygon in zwei konvexe Polygone, die
k + 2 bzw. n — k + 2 Seiten haben, wobei k von 0 bis n lduft, vergleiche
Abbildung [I3] Dies belegt die Giiltigkeit der Segner-Rekursion.

o ODO

Abb. 11: Fiir ein 44 2-Eck gibt es vier mogliche Dreiecke tiber der Grund-
seite.

Zum anderen kann eine Rekursion der ersten Ordnung erstellt wer-
den. Dazu wird ein (n + 2)-Eck P und ein (n + 3)-Eck Q betrachtet, siche
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Abbildung [12] Im triangulierten (n+ 2)-Eck P wird eine orientierte Kante
markiert. Diese wird ldngs der Pfeilrichtung zu einem Dreieck aufgezogen.
Es ergibt sich ein trianguliertes (n+3)-Eck Q, dessen neu entstandene Seite
markiert ist. Diese ist nicht die Basis-Seite.

T

Abb. 12: Das n+ 2-Eck P mit markierter orientierter Kante und das n—+ 3-
Eck Q mit markierter Seite. Die Basis-Seite ist jeweils fett dar-
gestellt.

Umgekehrt kann in QQ eine Seite aufer der Basisseite markiert wer-
den. Das zur markierten Seite gehorige Dreieck wird durch Zusammen-
ziehen zu einem (n + 2)-Eck reduziert, dessen Kante in die Richtung der
verschwindenden Seite orientiert ist. Das n + 2-Eck P hat n 4+ 2 Aussen-
seiten und n — 1 Triangulationskanten, also 2n + 1 orientierbare Kanten.
Zu seinen C), Triangulationen gibt es damit je (4n + 2) orientiere Markie-
rungen. Das n + 3-Eck Q hat ohne die Basisseite n + 2 Seiten. Deshalb
gilt (4n + 2)C,, = (n + 2)C,41 und damit die Rekursion erster Ord-
nung Cpiq1 = 47?:22 C,,. Die Ubereinstimmung zur Euler-Formel kann ein-
fach durch vollstandige Induktion gezeigt werden. Die drei Formeln fiir die
Catalan-Zahlen sind damit:

° Cn _ L(Zn)7

n+l\n

_ 4n+2 _
L n+l — 3,9 Cn: 00_17

® Upt1 = Z?:O CiCpi, Cp = 1.

Bijektionen

Mit dem Aufstellen einer Bijektion zwischen den Kombinationen zweier
verschiedener Anwendungen der Catalan-Zahlen ergibt sich ein tieferes
Verstandnis fiir deren kombinatorische Prinzip. Dies wird exemplarisch
fiir die Triangulationen und die Treppen-Zerlegung dargestellt.
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Eine Entsprechung der Zerlegung eines n+2-Ecks in n Dreiecke oder
einer n-stufigen Treppe in n Rechtecke erscheint nur auf den ersten Blick
offensichtlich. Dann fallen die Unterschiede auf: n + 2 Ecken und Seiten
und n Treppenstufen, Dreiecke und Rechtecke.

Eine einfache Beobachtung hilft weiter: Bei der Zerlegung der Trep-
pe sind alle n Treppenstufen in verschiedenen Rechtecken, sonst miisste
die Zerlegung iiber einer Treppenstufe liegende Quadrate mit einschliefien.
Daher ist der Basispunkt B, der in der Zeile der untersten Treppenstufe
und der Spalte der hochsten Stufe liegt, immer in einem Rechteck mit ei-
ner der Treppenstufen. Und bei der Zerlegung des n + 2-Ecks bildet die
Basisseite immer ein Dreieck mit einer der anderen n Ecken. Das Dreieck
zur Basisseite entspricht dem Rechteck mit dem Basispunkt. Auf beiden
Seiten von Dreieck bzw. Rechteck ergibt sich wieder eine entsprechende
Zerlegungsaufgabe.

(1] e3
el e2 ed
e2

e3 el ed
ed

B e5| B

Abb. 13: Bijektion zwischen Treppen-Zerlegung und Triangulationen eines
Polygons. Der Basispunkt der Treppe entspricht der Basisseite
des n + 2-Ecks, die Treppenstufen den nicht zur Basisseite geho-
renden Ecken.

Abzdhlungen

Im Beitrag von érepinsek und Mernik wird eine Reprisentation vorge-
stellt, die fiir verschiedenste Catalan-Aufgabenstellungen angewendet wer-
den kann [3]. Die einzelne Kombination, deren Gesamtheit durch C,, abge-
zéhlt wird, wird durch einen Zahlen-Vektor (g, i1, ..., 42, 1,—1) der Linge
n indiziert, der folgenden Bedingungen gentigt: Vk € {0, ...,n — 1} ist iy

e ganzzahlig und nichtnegativ: i € N,
e positionsbeschriankt: i < k,

e monoton steigend: i < 7511.
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Die Indizes fiir n = 4 sind dann:
(0,0,0,0);(0,0,0,1);(0,0,0,2);(0,0,0,3); (0,0,1,1); ( 1 1
(0,0,2,2);(0,0,2,3);(0,1,1,1);(0,1,1,2); (0,1,1,3); (0,1, 2,2); (0, 1,2, 3)

Fiir den links in Abbildung [ gezeigten monotonen Pfad ist der Index
(0,0,1,3), also die Hohe, in der sich die horizontalen Linenstiicke befin-
den.

Fiir den in Abbildung |5 gezeigten Binarbaum lautet der Kombina-
tionsvektor (0,0, 1,3,4) und wird wie folgt in den Bindrbaum umgesetzt.
Die Eintrage des Vektors werden von hinten abgearbeitet. Mit der 4 wer-
den die Blétter by, und b5 unter einen neuen Knoten angeordnet. Mit der
3 wird dann b3 und dieser unter den néchsten neuen Knoten angeordnet.
Mit der 1 werden b; und bs unter einen neuen Knoten angeordnet, die 0
ordnet den Knoten by und den letzten neuen unter dem vorletzten inneren
Knoten an. Die 0 ganz vorne im Vektor verbindet die beiden verbliebenen
Knoten auf oberster Ebene durch den Wurzelknoten.

Catalan-Dreieckszahlen
Monotone Pfade und Ahnlichkeit mit Binomialkoeffizienten

Es werden die moglichen Pfade betrachtet, in einem durch die Diagonale
begrenzten Gitter auf kiirzestem Weg zu einem anderen Gitterpunkt zu
kommen. Die Anzahl der Wege zu einem Gitterpunkt addiert sich dabei
aus den Anzahlen der Wege zu dem vertikal benachbarten und horizontal
benachbarten Gitterpunkt, iiber die der kiirzeste Weg laufen muss. Inso-
fern besteht grofe Ahnlichkeit zum Pascal-Dreieck, in dem die Anzahl der
Wege sich aus den beiden iiberliegenden Anzahlen addiert. Um diese Ahn-
lichkeit zu unterstreichen, wird die Ausgangszahl an die Spitze gestellt,
vergleiche Abbildung [14] Die Binomialkoeffizienten addieren sich aus den
beiden Zahlen im ,Norden “, die Catalan-Dreieckszahlen aus der Zahl im
,Norden “und der im ,Westen “.

Rekursion und LGsung

(n—k+1)(n+k)!

Die Catalan-Dreieckzahlen folgen dieser Formel ¢, = G )



93

1 1
1 1 11
1 2 1 12 2
1 3 31 13 5 5
14 6 41 14 9 14 14
1510105 1 1 5 14 28 42 42

Abb. 14: Binomialkoeffizienten und Catalan-Dreieckszahlen zeigen die An-
zahlen an Wegen, die von der Ausgangszahl 1 an der Spitze zum
jeweiligen Gitterpunkt fithren. Sie addieren sich daher je zwei be-
nachbarten Zahlen.

Dies liefert sofort c,0 = 1, ¢,1 = n, ¢hpny1 = 0 und C),, =
Chn = #1(2:) Die Rekursionsgleichung ¢, = cp—1r + cpi—1 lasst
sich aus der Formel einfach ableiten. Es ist c¢,_1; = W und
_ —1)!
g = UGB 16 l(n 4 1)L (o + Capo1) =

n+)(n—k)n+k-1)'+kn—k+2)(n+k-1))=

(n* —nk+n—k)+ (nk—k +2k)) (n+k—1) =

M =k 4+n—knh+k—-—1)=mn-k+1Dn+knh+k-1) =
(n — k 4+ 1)(n 4+ k)!. Der letzte Ausdruck ist genau der Zahler in der
Catalan-Dreiecksformel.

Ahnlich wie bei den Binomialkoeffizienten bilden die ungeraden Zah-
len im Catalan-Dreieck Sierpinsky-Dreiecke aus, siche Abbildung [15] Eine
Fiille weiterer Zusammenhénge zwischen Catalan-Dreieckszahlen und Bi-
nomialkoeffizienten findet sich im Buch von Koshy [6], darunter auch die
einfach zu beweisende Tatsache, dass 2 und 5 die einzigen Primzahlen unter
¢y fir k> 1 sind.

Mathematische Uberraschungen
Hankel-Matrizen

Eine iiberaus originelle Eigenschaft der Catalan-Zahlen ergibt sich mit
Hankel-Matrizen. Hankel-Matrizen sind quadratische Matrizen mit kon-
stanten Nebendiagonalen. D.h. H = (h;;) ist eine Hankel-Matrix, wenn
i+J=k+ 1= hy = hy. Werden die Werte mit Catalan-Zahlen besetzt
ergibt sich fiir die Determinanten:
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Abb. 15: Die Markierung der ungeraden Zahlen im Catalan-Dreieck

Co Ci -+ Ch ¢y Gy - Gy

¢, Gy - Gy |G O e Oy

_ N : = 1 sowie | | N : = 1.
Cn—l Cn e CQn—2 Cn Cn—i—l e C2n—1

Dariiberhinaus ist die Folge (C},) durch diese beiden Determinanten-
Gleichungen eindeutig bestimmt [§].

Ein geometrisches Ratsel dank der generierenden Funktion

Abb. 16: Lange der Strecke |QP| bei |[OR| = r und |QR| = 1, nach [4].

Untersucht wird die Lénge der Strecke |QP|, wenn |QR| = 1,
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|IOR| = |OP| = r, Z(OQP) = % und O der Mittelpunkt des Krei-
ses aus Abbildung [16] Es ist r> = |OR|*> = |0QJ* + 1 und |QP| =
|OP| — |0Q)| also |QP| = r — /1?2 — 1. Fiir r = 5 ergibt sich QP =
0.101020514433643803.... Die Catalan-Zahlen 1,1, 2,5, 14 und ndherungs-
weise 42 tauchen in der Dezimal-Entwicklung auf. Fiir r = 5, 000, 000 wird

es noch merkwiirdiger: |QP|=

0.0000001000000000000010000000000000200000000000005000000000000140000000000004200000
0000001320000000000042900000000001430000000000048620000000001679600000000058786000
0000020801200000000742900000000026744400000000969484500000035357670000001296447900
0000477638700000017672631900000656412042000024466267020000914825636400034305961365
001289904147324048619464014521836735307215269533550916006 ...

Hier sind die ersten 27 Catalan-Zahlen in den Dezimalstellen ablesbar. Wie
ist das zu erklaren?

Dazu wird die generierende Funktion zur Folge der Catalan-Zahlen
bestimmt: f(z) = > 2, C;a'. Wird f(z) quadriert und die Terme nach Po-
tenzen von x sortiert, ergibt sich unter Verwendung der Rekursionsformel

nach Segmer (22 = (5% Ci') (S50 Crat ) = 1000 5550 G Gyt =
S S GOz =300 Crpy 2. Somit st f(z) = Co+x f(z)? oder
mit f = f(z) die quadratische Gleichung x f2 — f + 1 = 0. Eine Losung
der Gleichung ist f = %(1 — /1 — 4xz). Die zweite Losung der quadrati-
schen Gleichung ist nicht anwendbar, da sie fiir + — 0 divergiert anstatt
gegen f(0) = Cy = 1 zu konvergieren. Die generierende Funktion ist daher

f(x) = = le_4x'
Wird jetzt die Linge der Strecke QP fiir r = 5 - 10! be-
stimmt, ergibt sich |QP| = 5 - 10F~ — /25 - 1022 — ] = Wv10%—4

2
1—\/21.;;1_-%60—% _ ﬁf(lofﬂ;) _ ﬁ Z;i() Oz 10727;]{3.

Anwendung von Catalan-Rekursionen

Nach der Fiille der Beispiele nimmt es nicht Wunder, dass Catalan-Zahlen
in so verschiedenen Anwendungsgebieten auftauchen wie bei

e Erdbebenmodellen, die auf die Catalan-Rekursion fithren [2],

e steganographischer Verschliisselung mit Voronoi-Delaunay Triangu-
lation und Catalan Objekten [9] oder

e Bild-Verschliisselung mit S-boxes, Catalan Zahlen und Elliptischen
Kurven [1].
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Geschichte

Zur Geschichte, die ausfiihrlich im Buch von Koshy zu finden ist, hier nur
fiinf Stichpunkte [6].

e Im 18. Jahrhundert schon durch Antu Ming (1692-1763) in China
(bzw. der Mongolei) im Zusammenhang mit trigonometrischen Ad-
ditionstheoremen entdeckt |7.

e Der Name Catalan-Zahlen hat nichts mit Katalonien zu tun, son-
dern geht auf den belgischen Mathematiker Eugéne Charles Catalan
(1814-1894) zurtick [6].

e Die Catalan-Zahlen sind eines der 100 Probleme aus , Triumpf der
Mathematik “von Heinrich Dorrie, 1932 [5].

e Richard P. Stanley, der Autor von ,Enumerative Combinatorics®
sammelt Probleme, die zu Catalan Zahlen fithren [10].

e Catalan Zahlen und die Berechnung von C'gs mit J in 13 Kurzvideos
auf Youtube durch Bob Therriault [12].

Fazit

Wenige mathematische Themen haben so verschiedenartigen Anwendun-
gen wie die Catalan-Zahlen und sind zugleich so anschaulich und elementar
verstandlich. Daher eignen sie sich ausgezeichnet fiir didaktische Lernpro-
jekte.
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Dieter Schott
Zur logischen Struktur der Sprache

Zusammenfassung: Bearbeiteter Textauszug aus dem noch unverdffentlichten zweiten Teil
der Frege-Romanbiografie ,Gottlob Frege. Der Aristoteles aus Mecklenburg® der Autoren
Edith Framm, Joachim Framm und Dieter Schott [1].

Gottlob Frege hing einmal wieder seinen Gedanken nach. Er verglich die
Entwicklung der Arithmetik gern mit einem Baum, der sich oben in eine
stattliche Anzahl von Methoden und Lehrsatzen entfaltet, wéhrend die Wurzel in
die Tiefe strebt, um die Standfestigkeit zu sichern. Der Wurzeltrieb liel} aber
seiner Meinung nach sehr zu winschen Gbrig. Selbst in der algebraischen Logik
des Herrn Schroder gewann doch bald der Wipfeltrieb die Oberhand, bevor die
Waurzel groliere Tiefe erreichte.

Frege (Uberlegte manchmal, was wohl in den Kopfen dieser
Wissenschaftler vorging, die ihn entweder herabsetzten oder nicht zur Kenntnis
nahmen. Desinteresse an der mihevollen Grundlegung? Festhalten am
gewohnten Denken? Unbehagen vor der mdglichen eigenen Zuriicksetzung?
Neid auf den Erfolg eines anderen? Wahrscheinlich spielte alles eine Rolle.
Menschen waren komplizierte Wesen, komplizierter noch als seine Arbeit am
Grundgebdude der Mathematik.

In Vorbereitung auf die ,Grundgesetze® schrieb Frege 1891 eine kleine
Abhandlung tiber ,Function und Begriff*. Wichtig war ihm die Unterscheidung
von Funktion und Funktionswert schon in der Bezeichnung. Das wurde leider im
Allgemeinen nicht bedacht. Daneben spielte der Wertverlauf von Funktionen f
eine Rolle, bei dem den Argumenten x ihre Werte f(x) zuordnet werden.

ERLAUTERUNG

Bei Frege enthielt eine mathematische Funktion f(.) zunéchst eine Leerstelle
oder einen Platzhalter fir Argumente. Setzt man nun Argumente X ein,
entstehen die Funktionswerte y=f{(x). Die Paare (x,y) bilden dann den
Wertverlauf der Funktion, fir den Frege sogar eine eigene Bezeichnung
einfihrte, um Verwechslungen mit der Funktion selbst zu vermeiden. Schon in
der ,Begriffsschrift® betrachtete er aber auch allgemeinere, logische Funktionen
F(.), bei denen die Argumente Gegenstdnde G sind, deren Werte u = F(G)
entweder ,ja/wahr oder ,nein/falsch® lauten. So gehort zur Funktion F der von
den Paaren (G, u) gebildete Wertverlauf, den Frege als Gegenstand ansah.
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Als weiteren Zwischenschritt veroffentlichte Frege 1892 zwei Kleinere
Arbeiten in philosophischen Zeitschriften, und zwar ,Ueber Sinn und
Bedeutung® und ,Ueber Begriff und Gegenstand’. Beide enthielten schon im
Titel wichtige sprachliche Unterscheidungen auf dem Weg zu seinem grofRen
Vorhaben.

Im Laufe der Arbeit an den ,Grundgesetzen der Arithmetik® waren sogar
Ergénzungen zur Begriffsschrift erforderlich geworden. Da Frege sich gendtigt
sah, neben Begriffen auch deren Umféange einzufiihren, wurde dafiir ein eigenes
Symbol gebraucht. Den Umfang eines Begriffes fasste er ja als Wertverlauf der
zugehorigen logischen Funktion auf. Unter den Begriff ,Quadratwurzel aus
Vier® fallen die Gegenstinde 2 und -2. Die entsprechende logische Funktion
liefert im Ausdruck x*=4 fiir diese beiden Zahlen ,wahr¢, fiir alle anderen
,falsch®. Das ist der Wertverlauf dieses Begriffes.

Weiterhin war dem Umstand Rechnung zu tragen, dass Gegenstande
verschieden bezeichnet werden, aber dennoch gleich sind. In der Mathematik
treten haufig verschiedene Ausdriicke auf, die den gleichen Inhalt haben, im
einfachsten Fall etwa 2+3 und 1+4. Sie haben einen jeweils verschiedenen
Sinn, aber die gleiche Bedeutung. Hier ist es die Zahl 5, nicht als Zeichen,
sondern als Gegenstand. Auch die Ausdriicke ,Morgenstern‘ und ,Abendstern’
stehen flr denselben Gegenstand, den Planeten VVenus. Deren Bedeutung ist also
gleich. Dennoch weisen diese Ausdriicke beziglich der Beobachtungszeit am
Himmel auf einen jeweils anderen Sinn hin.

Gottlob Frege formte weiter an seinen Gedankengebauden. Er schrieb und las,
bedachte grundlich mégliche Argumente und Gegenargumente der Fachwelt.
Ein grolles Werk wirde entstehen, trotz aller Widerstande. Wenn es gelegentlich
zligig voranging, erfillte ihn danach eine tiefe innere Freude.

ERLAUTERUNG

Frege betont, dass Gegenstande keine Begriffe sind, sie fallen unter Begriffe. So
ist ,eine Quadratwurzel aus 4° nicht dasselbe wie der Begriff ,Quadratwurzel
aus 4°. Wenn man aber vom Begriff ,Quadratwurzel aus 4° redet, macht man ihn
wiederum zum Gegenstand. Das ist sprachlich schwer auseinanderzuhalten, aber
in der Logik wohl zu unterscheiden. Darlber hinaus gibt es Begriffe hoherer
Ordnung, also Begriffe von Begriffen, und so weiter.
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ERLAUTERUNG

Sinn und Bedeutung eines Namenswortes oder eines Satzes sind nach Frege
ebenfalls verschieden. Die Bedeutung eines Namenswortes ist der Gegenstand,
den er bezeichnet. Der Sinn ist seine Kennzeichnung oder Darstellung. Die
Bedeutung eines Satzes ist sein Wahrheitswert. Der Sinn ist der Gedanke, der
durch ihn ausgedriickt wird. In der Gleichung 2°=2+2, die einen
mathematischen Satz beschreibt, haben die Zeichen 2% und 2 +2 einen jeweils
verschiedenen Sinn. Ihre Bedeutung ist die Gleiche. Beide stellen die Zahl 4 dar,
die man zudem rémisch als IV oder dual als 100 schreiben kann. Die Gleichung
selbst hat den Sinn, einen Zusammenhang zwischen Zahlausdriicken
herzustellen. lhre Bedeutung ist jedoch, dass sie zu bejahen (d.h. wahr bzw.
erfullt) ist.

Der Philosoph Edmund Husserl aus Halle machte mit psychologischen Analysen
zum Zahlbegriff auf sich aufmerksam. Bereits im Jahre 1891 erhielt Frege von
Husserl einige Schriften, unter anderem dessen ,Philosophie der Arithmetik‘und
dessen Rezension zu Ernst Schroders ,Vorlesungen tiber die Algebra der Logik®.
Im Gegenzug schickte Frege ihm seine ,Begriffsschrift’, damit
zusammenhdngende Artikel und ,Function und Begriff*. Husserl duferte sich
dazu lobend und beschaffte sich noch weitere Schriften Freges. Die gute
Beziehung kiihlte etwas ab, nachdem Frege eine Rezension zu ,Philosophie der
Arithmetik® verfasst hatte. Darin wird die psychologistische Grundhaltung
Husserls bezliglich der Arithmetik heftig kritisiert. Husserl fand aber Freges
Argumente einleuchtend und néherte sich danach Freges Standpunkt an.
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Anhang

WER - Wismarer Frege-Reihe / Wismar Frege Series

Beitrage zur Mathematikausbildung von Ingenieuren

Heft 01/2005

Heft 05/2006

Heft 01/2007

Heft 02/2007

Heft 03/2008

Heft 04/2008

Heft 03/2009

Heft 04/2009

Heft 02/2010

Heft 03/2010

Heft 05/2010

Heft 02/2011

Heft 03/2013

Proceedings 4. Workshop Mathematik fur Ingenieure, Bre-
men, Oktober 2005.

Proceedings 5. Workshop Mathematik fur Ingenieure, Wis-
mar, Teile 1 — 3, September 2006.

Proceedings Minisymposium Moderne Mathematikausbil-
dung fur Ingenieure, Humboldt-Universitat Berlin, Teile 1 —
2, Mérz 2007.

Mathematik fiir Ingenieure — Thesen zum Jahr der Mathe-
matik 2008, Dezember 2007.

Mathematics for Engineers — Theses to the Year of Mathe-
matics 2008, December 2007.

Proceedings 6. Workshop Mathematik fiir Ingenieure, Soest,
Teile 1 — 2, September 2008.

Proceedings Minisymposium Moderne Mathematikausbil-
dung firr Ingenieure, Friedrich-Alexander-Universitat Erlan-
gen-Nirnberg, Teile 1 — 2, September 2008.

Peter Junglas: Interaktive Simulationsprogramme zur De-
monstration von klassischen und quantentheoretischen Wel-
lenphdnomenen, Juni 20009.

Proceedings 7. Workshop Mathematik fur Ingenieure, Wol-
fenbttel, Juni 2009.

Information — Programme and Abstracts, 15th SEFI MWG
Seminar & 8th Workshop GFC, Wismar, June 2010.
Proceedings 8. Workshop Mathematik fr Ingenieure, Wis-
mar, Juni 2010.

Larissa Fradkin: Teaching Algebra and Calculus to Engi-
neering Entrants, December 2010.

Proceedings 9. Workshop Mathematik flir ingenieurwissen-
schaftliche Studiengange, Wilhelmshaven, September 2011.
Proceedings 11. Workshop Mathematik flr ingenieurwis-
senschaftliche Studiengénge, Teile 1 — 2, Bochum, Septem-
ber 2013.



Heft 02/2015

Heft 04/2016

Heft 01/2017

Heft 01/2018

Heft 02/2018

Heft 02/2019

Heft 03/2019

Heft 02/2020

Heft 01/2022
Heft 03/2022

Heft 01/2023

Heft 02/2023

Heft 03/2024

Heft 04/2024

Hinweise:

Proceedings 12. Workshop Mathematik fir Ingenieure, Tei-
le 1 - 2, Hamburg, Februar 2015.

Proceedings 13. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengdngen, Lingen, September 2016.
Proceedings 14. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengangen, Erlangen, September 2017.
Sergiy Klymchuk: Puzzle-Based Learning in Engineering
Mathematics: Students’ Attitudes.

Proceedings 1st Northern-Light Symposium on Engineering
Education, Hamburg, April 2018.

Proceedings 15. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengdngen, Rostock-Warneminde, April
20109.

Proceedings 2nd Northern-Light Symposium on Mathemat-
ical Education in Engineering, Hamburg, September 2019.
Proceedings 16. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengangen, Dortmund, Mai 2020.

Das Mathematikabitur von Gottlob Frege. Dezember 2020.
Proceedings 3rd Northern-Light Symposium on Mathemati-
cal Education in Engineering, Wismar, September 2022.
Proceedings 4th Northern-Light Symposium on Mathemati-
cal Education in Engineering, Hamburg, September 2023.
Proceedings 18. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengéangen, Bochum, November 2023.
Proceedings 19. Workshop Mathematik in ingenieurwissen-
schaftlichen Studiengéangen, Bielefeld, September 2024.
Proceedings 5th Northern-Light Symposium on Mathemati-
cal Education in Engineering, Diepholz, November 2024.

e Die Proceedings zur Workshop-Reihe beginnen erst mit dem 4. Workshop.

e Die Proceedings zum 10. Workshop erschienen in einem Extraband an der
Hochschule Ruhr/West in Mulheim.

e Die Proceedings zum 17. Workshop sind bisher nicht erschienen.
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